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Prefacio

A minha formagao e atividade cientifica situam-se principalmente na Andlise Matemdtica e na Mecinica
dos Meios Continuos, dois dominios nos quais analise e geometria se encontram naturalmente. Na
mecanica, em particular, a descricao das configuracoes e das deformagoes coloca constantemente em
relacao as propriedades proprias de um corpo e a sua realizacdo no espaco ambiente. A distingao entre
pontos de vista intrinseco e extrinseco, que constitui um dos fios condutores destas notas, encontra
assim um eco natural nos problemas da mecanica.

Durante a minha formagao na Université catholique de Louvain, em Louvain-la-Neuve, tive a opor-
tunidade de seguir dois cursos que marcaram particularmente o meu percurso: um curso de geometria
diferencial, lecionado por Pierre van Moerbeke, e um curso de mecdnica dos meios continuos, lecionado
por Frangois Dupret, no qual era dada particular énfase a nogao de quantidade intrinseca, nomeada-
mente no estudo de corpos deforméveis com defeitos. Embora por caminhos diferentes, estes dois
ensinamentos contribuiram para o meu interesse pelas relagoes entre analise, geometria e mecénica e,
em particular, pela distingao entre descricoes intrinsecas e extrinsecas.

Guardo também desse curso de Pierre van Moerbeke uma recordagdo que influenciou a maneira
como concebo o ensino da geometria: uma parte substancial do curso desenvolvia-se em torno de uma
longa demonstragao, na minha memoria ligada ao teorema de Arnold—Liouville e & geometria das vari-
edades invariantes compactas, na qual os conceitos necessarios eram introduzidos progressivamente, a
medida que a propria prova os exigia. O objetivo nao era apenas chegar ao resultado final; a demons-
tragdo constituia o fio condutor para construir a linguagem, compreender as defini¢oes e aprender as
técnicas. Esta ideia estd presente nestas notas: certas demonstragoes sao deliberadamente desenvol-
vidas em detalhe e podem mesmo ser apresentadas de mais de uma forma quando cada argumento
permite descobrir instrumentos mateméticos diferentes.

Mais tarde, durante a minha estadia como investigador na SISSA, em Trieste, entre 2012 e 2014, tive
também a oportunidade de conhecer Boris Dubrovin. A visdo da geometria e das suas relagdes com a
analise, a mecénica e a fisica matematica, desenvolvida nomeadamente na obra de Dubrovin, Fomenko
e Novikov, Modern Geometry — Methods and Applications, constitui outra referéncia importante para
a orientagao destas notas. Estas influéncias ajudam a explicar o percurso adotado aqui: partir da
geometria concreta de curvas e superficies, distinguir progressivamente as propriedades intrinsecas das
que dependem de uma realizagao no espago ambiente, e chegar a linguagem das variedades, dos tensores
e da invariancia, fundamental também na mecénica e na fisica matematica.

Estas notas resultam, em larga medida, de dois cursos que lecionei no Departamento de Matematica
da Faculdade de Ciéncias da Universidade de Lisboa. O material dedicado as curvas, superficies e
variedades tem a sua origem no curso de Geometria Diferencial, que lecionei entre 2020 e 2024. No
iltimo ano em que lecionei esta disciplina, acrescentei ao programa uma introdugao ao calculo exterior
e as formas diferenciais, estabelecendo assim uma primeira passagem da geometria das variedades para
as estruturas diferenciais desenvolvidas posteriormente.

O material dedicado as estruturas diferenciais e G invaridncia retoma e reorganiza também conte-
udos do curso de Métodos Matemdticos na Fisica, que lecionei entre 2018 e 2021. Nesse curso, estas
ferramentas constituiam a base matematica para uma segunda parte dedicada & relatividade restrita e
a relatividade geral, proporcionando um contexto natural no qual conceitos como invariancia, tensores,
métricas e formas diferenciais adquiriam uma interpretacao geométrica e fisica concreta.
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viii CONTEUDO

A reunido destes dois percursos num unico texto corresponde, portanto, a uma evolugao natural
dos proprios cursos: partir da geometria concreta de curvas e superficies, passar & geometria intrinseca
e as variedades diferenciaveis e desenvolver, a partir dai, o calculo exterior e as estruturas invariantes
que permitem formular a geometria de maneira independente das coordenadas.

A arquitetura destas notas é, contudo, uma escolha pessoal. Optei por ndo comegar pela teoria
abstrata das variedades. Partimos de curvas e superficies concretamente imersas no espago euclidiano e,
portanto, de uma geometria inicialmente extrinseca. Procuramos depois identificar aquilo que, nessa
geometria, é independente do espaco ambiente, passando progressivamente & geometria intrinseca
e as variedades diferenciaveis e riemannianas. Finalmente, através das imersdes e dos mergulhos,
regressamos ao ponto de vista extrinseco, mas agora no sentido inverso: ja nao partimos de um objeto
dado no espago ambiente para descobrir a sua geometria intrinseca; partimos de um objeto definido
abstratamente e perguntamos como pode ser realizado num espago ambiente.

Este movimento

extrinseco — intrinseco — abstrato — realizagao extrinseca

constitui a linha orientadora do texto.

Estas notas foram concebidas para acompanhar uma primeira disciplina de geometria diferencial.
Procurou-se manter um equilibrio entre intui¢do geométrica, formulagdo rigorosa e demonstragao. Os
exemplos concretos em dimensao dois e trés nao sao tratados apenas como ilustragoes da teoria geral:
constituem o terreno a partir do qual as estruturas abstratas sao progressivamente identificadas e
motivadas.



Introducao

Da geometria extrinseca & geometria intrinseca — e regresso

Considere-se uma superficie regular
S C R®.

A sua geometria pode ser estudada de duas maneiras aparentemente muito diferentes.
Um observador exterior dispde da estrutura euclidiana de R3. Pode comparar os planos tangentes
em pontos diferentes, escolher uma normal unitaria IV, estudar a aplicagao de Gauss
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e medir a maneira como a superficie se curva no espago. Surgem assim a segunda forma fundamental,
o operador de Weingarten e as curvaturas principais. Esta é a geometria extrinseca.

Um observador confinado a superficie dispoe de menos informagao. Pode medir distancias ao longo
de S, Angulos entre curvas, areas e comprimentos; pode procurar os caminhos localmente mais curtos e
transportar vetores ao longo de curvas. Nao pode, porém, observar diretamente a normal & superficie
nem a maneira como esta estd colocada em R3.

Que parte da geometria pode ainda assim reconstruir? Esta pergunta conduz a geometria intrinseca.

A primeira forma fundamental

gp(vaw) = <U7w>R37 v, W € TpS7

¢é inicialmente obtida por restricao do produto interno do espago ambiente. Uma vez conhecida g,
contudo, comprimentos, dngulos e 4reas podem ser definidos sem voltar a utilizar R3. Mais profun-
damente, a métrica determina uma conexao, permite definir geodésicas e contém informacao sobre a
proépria curvatura.

O resultado paradigmético é o Theorema Egregium de Gauss:

a curvatura de Gauss é uma quantidade intrinseca.

Embora seja inicialmente construida a partir das curvaturas principais — objetos aparentemente ex-
trinsecos —, ela pode ser determinada exclusivamente pela métrica da superficie.

Este fendmeno sugere uma mudanga radical de perspetiva. Se grande parte da geometria pode ser
formulada sem referéncia ao espago ambiente, por que razao exigir que o objeto geométrico seja, a
partida, um subconjunto de R?? Chegamos assim as variedades diferencidveis.

Uma variedade é descrita localmente por coordenadas, mas nao necessita de estar previamente
mergulhada num espaco euclidiano. Os espacos tangentes, campos vetoriais e aplicagoes diferenciaveis
passam a ser definidos intrinsecamente. Dotando a variedade de uma métrica riemanniana, recupera-
mos em dimensao arbitraria as estruturas encontradas anteriormente nas superficies:

métrica — conexao de Levi-Civita — geodésicas —» curvatura de Riemann.



X CONTEUDO

O movimento do curso ndo termina, contudo, nesta abstragdo. Uma vez construida uma geometria
sem espago ambiente, podemos formular novamente a pergunta extrinseca, agora no sentido inverso:

Pode uma variedade abstrata ser realizada num espagco euclidiano?

E neste ponto que as nogoes de imersio e de mergulho adquirem todo o seu significado. Ja nao cons-
tituem apenas generalizacdes técnicas das superficies de R?; exprimem a relacdo entre uma geometria
definida abstratamente e uma sua realizacdo concreta.

Esta ida e volta organiza o texto:

extrinseco — intrinseco — abstrato — realizagao extrinseca.

A primeira parte estuda curvas e superficies no espago euclidiano. O triedro de Frenet, as for-
mas fundamentais, o operador de Weingarten e as equagoes fundamentais das superficies fornecem o
quadro extrinseco. A curvatura de Gauss, as geodésicas e os teoremas de Gauss—Bonnet conduzem
progressivamente ao ponto de vista intrinseco.

A segunda parte introduz as variedades diferenciaveis e riemannianas. As construgoes encontradas
anteriormente em superficies sao entao reformuladas sem recurso a um espaco ambiente: conexao de
Levi—Civita, derivagdo covariante, tensor de curvatura, geodésicas e campos de Jacobi. As imersdes
e os mergulhos permitem finalmente comparar as duas descrigoes e compreender em que sentido uma
geometria abstrata pode ser realizada exteriormente.

A terceira parte desenvolve a linguagem do célculo diferencial sobre variedades. A &algebra exterior,
as formas diferenciais, a diferencial exterior, o operador de Hodge e a integracdo fornecem uma lin-
guagem que unifica muitos dos conceitos introduzidos anteriormente e prepara resultados globais em
geometria e anélise.

Ha, portanto, uma intengao metodologica por detras da ordem escolhida: nao comecgar pela abs-
tragdo, mas chegar a ela quando os objetos que a justificam j& foram encontrados geometricamente.
A variedade abstrata nao surge como uma defini¢ao formal colocada no inicio do curso; surge como
resposta natural as limitagoes do ponto de vista extrinseco.

O papel das demonstragoes. As demonstragoes apresentadas nestas notas nao tém apenas a funcao
de estabelecer a validade dos resultados. Constituem também uma parte essencial da aprendizagem
dos conceitos e dos métodos da geometria diferencial. Uma demonstracao permite frequentemente
compreender por que razao uma defini¢cao é formulada de determinada maneira, como diferentes no-
¢Oes se articulam e quais sao as técnicas que podem ser reutilizadas noutros problemas. Por esta razao,
algumas demonstragoes sao desenvolvidas em detalhe e, em certos casos, apresentam-se duas demons-
tracoes do mesmo resultado quando estas revelam aspetos matemaéticos distintos. E, por exemplo, o
caso do lema de Poincaré: a segunda demonstragao, baseada numa homotopia radial, na derivada de
Lie, na contracao e no operador de homotopia, interessa nao apenas como nova prova do resultado,
mas também porque permite compreender estas construgoes e a forma como interagem.

Assim, ao longo destas notas, uma demonstracao deve ser lida simultaneamente como justificacao
de um resultado e como instrumento para compreender e aprender a utilizar a linguagem da geometria
diferencial.

E, uma vez construida a teoria intrinseca, regressamos ao espago ambiente com uma pergunta
diferente daquela com que comecamos. No inicio, a superficie era dada como subconjunto de R3; no
regresso, perguntamos quando e como uma geometria definida abstratamente pode ser representada
dessa forma.

Invariancia, tensores e leis fisicas

A escolha de coordenadas fornece uma descricdo de um objeto geométrico, mas nao altera o proprio
objeto. As componentes de um vetor, de uma métrica ou de um campo de tensoes podem mudar
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sem que a grandeza representada mude. A invaridncia exprime esta independéncia relativamente a
descri¢ao; nao significa que todas as componentes permanegam numericamente iguais.

Os tensores tornam esta ideia precisa: sao objetos multilineares intrinsecos cujas componentes
obedecem a leis determinadas de transformacao. Na fisica e na mecanica dos meios continuos, esta
linguagem permite escrever relagoes entre grandezas geométricas sem privilegiar um sistema de coor-
denadas. Por exemplo, a deformagao pode ser descrita por uma forma bilinear, e uma lei constitutiva
elastica linear relaciona deformacéao e tensao através de um tensor de ordem quatro. A invaridncia por
mudanca de coordenadas deve distinguir-se da objetividade perante mudancas de observador fisico,
embora a linguagem tensorial seja essencial para formular ambas.

Uma expressao com valor real nao é necessariamente um escalar intrinseco. Veremos no capitulo dos
tensores que o trago de um endomorfismo, obtido por contracao, e o seu determinante sao invariantes,
enquanto o determinante da matriz de uma métrica depende da base. Esta distin¢ao sera desenvolvida
na Secgao 10.1, em particular na Subsecgao 10.1.4.
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Capitulo 1

Geometria diferencial das curvas

A geometria diferencial de uma curva pode ser descrita de duas maneiras complementares. Por um
lado, uma curva é dada por uma parametrizac¢ao, isto é, por uma aplicagao que descreve o movimento de
um ponto no espago. Por outro, interessa-nos a curva enquanto objeto geométrico, independentemente
da velocidade com que é percorrida ou da escolha do parametro. Esta distingao entre parametrizagao
e geometria sera recorrente ao longo de todo o curso.

Neste capitulo comegamos por identificar as quantidades que nao dependem da parametrizacdo. A
primeira é o comprimento. A parametrizagdo pelo comprimento de arco permitira depois definir, de
forma intrinseca a curva, a curvatura e, no espaco, a torcao.

1.1 Curvas parametrizadas e curvas geométricas

1.1.1 Curvas parametrizadas e regularidade
Definigdo 1.1 (Curva parametrizada). Seja I C R um intervalo. Uma curva parametrizada de
classe C*, k > 1, em R” é uma aplicacio
~v: 1 — R", t — y(t),
de classe C*. O vetor

() = 2 (1)

é chamado vetor velocidade da curva no parametro t.

Definigao 1.2 (Curva regular). Uma curva parametrizada v : I — R™ de classe C* é dita reqular
se
A(t) #0 para todo ¢ € I.

Equivalentemente, v é uma imersao de dimensao um.

Nota 1.3 (Porqué esta condi¢do?). Esperamos que uma curva regular descreva localmente um
arco suave, que possa ser percorrido sem que a parametrizacao pare. A condig¢ao

Y(t) #0

exprime precisamente esta exigéncia: em cada instante, a parametrizacao fornece uma diregao
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de movimento nao nula e, portanto, determina diretamente a direcao tangente

40
T = Bon

Além disso, esta condigao é preservada por mudangas regulares de parametro e permite, lo-
calmente, utilizar uma coordenada ao longo da curva; em particular, conduz naturalmente a
parametrizagao pelo comprimento de arco.

E importante distinguir esta propriedade da geometria da imagem ~(I). A condigdo §(t) # 0 é
uma condigao sobre a parametriza¢do. Uma imagem pode possuir uma tangente bem definida
mesmo quando uma parametrizagdo particular tem velocidade nula, como mostra o exemplo (iii)
da Figura 1.1. Inversamente, uma velocidade nula pode estar associada a uma degenerescéncia
mais séria, como no exemplo (ii).

Assim, a regularidade fornece uma classe de parametrizacoes para a qual a geometria diferencial
local — tangente, comprimento de arco, curvatura e, posteriormente, triedro de Frenet — pode
ser desenvolvida sem estas degenerescéncias. A nocao geral de imersao sera introduzida no
capitulo dedicado as variedades diferencidveis.

(i) ndo diferenciavel (ii) suave, 5(0) = 0, (iil) suave, ¥(0) = 0,

v(t) = (¢t]) sem direcdo tan- com tangente

gente limite

(iv) regular, (v) regular,
ponto duplo transversal pontos multiplos

Figura 1.1: Exemplos e contraexemplos que distinguem diferenciabilidade, regularidade e injetividade.
Em (i), um exemplo C™ & v(t) = e~ 1/’ (cos(1/t), sin(1/t)) para t # 0, com ~(0) = 0: tem-se 4(0) = 0,
mas a dire¢do tangente ndo possui limite. Em (iii), a velocidade também se anula, mas a imagem possui
tangente. Em (iv) e (v), a parametrizagao é regular sem ser injetiva.

Exemplo 1.4 (A velocidade nula nao determina, por si so, a geometria). As curvas

n(t)=(17), )= (£,0)

tém velocidade nula em ¢ = 0. No primeiro caso, a imagem apresenta uma singularidade; no
segundo, a imagem é simplesmente uma reta, embora a parametrizagao nao seja regular em 0.
Este exemplo mostra por que razao é importante distinguir a aplicacao v da sua imagem.
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Nota 1.5. Uma curva regular pode ter auto-intersegoes. Se 7(t1) = y(t2) com t; # t2, 0 mesmo
ponto da imagem pode corresponder a duas direcoes tangentes distintas. Portanto, regularidade
nao implica injetividade.

1.1.2 Curvas geométricas

Definigao 1.6 (Curva geométrica regular). Um subconjunto C' C R™ é uma curva geométrica
regular se, para cada p € C, existem uma vizinhanca U de p em R", uma transformagao ortogonal
de coordenadas e uma funcdo f de classe C', definida num intervalo aberto de R, tais que C N U
é, nessas coordenadas, o grafico de f.

A definicao anterior descreve a curva como um objeto geométrico local. A ligacdo com as curvas
parametrizadas regulares é uma consequéncia imediata do teorema da funcéo inversa.

Proposicao 1.7 (Uma curva regular é localmente geométrica). Seja I C R um intervalo aberto
e~ : I — R™ uma curva parametrizada regular de classe C'. Para todo ty € I existe € > 0 tal
que a restri¢ao

ry|(to—a,t0+a)

€ injetiva e a sua imagem € uma curva geométrica regular.

Demonstragao. Como 4(tg) # 0, existe uma componente, digamos +;, tal que ¥;(to) # 0. Pelo
teorema da fungdo inversa, apés diminuir uma vizinhanca de ¢, se necessario, a aplicacao t — 7, (t)
é um difeomorfismo sobre um intervalo aberto J. Escrevendo ¢ = t(z;), as restantes componentes da
curva tornam-se fungoes de z;:

z; = 7(t(z5)), i F ]
Assim, numa vizinhanga de v(¢p), a imagem de v é o grafico de uma aplicagdo de uma variavel. A
mesma escolha local torna a parametrizagao injetiva. O

Nota 1.8. A proposicao é apenas local. Globalmente, uma curva regular pode ter pontos duplos
ou multiplos e, portanto, a sua imagem pode nao ser o grafico de uma tnica fungao. Mais ainda,
a imagem v(I), considerada isoladamente, pode perder informagcéao sobre a forma como a curva
é percorrida.

1.1.3 Reparametrizacoes

Defini¢ao 1.9 (Reparametrizacao). Sejam I, J C R intervalos e seja ¢ : J — I um difeomor-
fismo. Dada uma curva parametrizada v : I — R™, a curva

y=vop:J—=R"
é chamada uma reparametrizagdo de .

Proposicao 1.10. Se v € reqular, toda reparametriza¢io 5y = yop € reqular. Além disso, ¢’ > 0
preserva a orientacao e @' < 0 inverte a orientagao.

Demonstracao. Pela regra da cadeia,
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Como ¢ ¢ um difeomorfismo de intervalos, ¢’(u) # 0; como v é regular, (¢(u)) # 0. Logo 7'(u) # 0.

Uma fungdo continua que nunca se anula num intervalo tem sinal constante. Consequentemente,
¢’ > 0 corresponde a uma mudanga crescente de pardmetro, enquanto ¢’ < 0 corresponde a uma
mudanca decrescente, isto €, a uma inversao da orientagao. O

Nota 1.11 (Invariantes geométricos). Uma quantidade associada a uma curva serd chamada
geométrica quando nao depender da escolha de uma parametrizacao admissivel. Procuraremos

agora tais quantidades. O comprimento é o primeiro exemplo; a curvatura e a torgao serao os
seguintes.

1.2 Comprimento e parametrizagao pelo comprimento de arco

1.2.1 Comprimento

Definigao 1.12 (Comprimento de uma curva). Seja v : [a,b] — R"™ uma curva de classe C*. O
seu comprimento é

b
L) = [ Il at
A definicao é independente da velocidade com que a curva é percorrida.

Proposicao 1.13 (Invaridncia do comprimento). Se ¥ = v o ¢ € uma reparametrizagdo de 7,
entao

Demonstrag¢ao. Suponhamos primeiro que ¢ : [¢,d] — [a, b] preserva a orientac¢do. Pela regra da cadeia,

17" (W)l = 13 ()l ¢’ (u),

e, pela mudanca de variavel t = p(u)

d b
L) = IIW(w(U))Ilw’(U)dUZ/ 17 (@)]] dt.

Se ¢ inverte a orientagdo, a mesma demonstracgao aplica-se usando |¢'|. O

1.2.2 Abscissa curvilinea

Seja agora v : I — R™ uma curva regular e fixemos tg € I. Definimos

s(t) == [ ()] dr.

to

A fun¢ao s mede o comprimento orientado da curva a partir de (o).

Proposicao 1.14 (Parametrizacao pelo comprimento de arco). Para uma curva regular v, a
funcao s satisfaz
ds
— = ||¥(@)|| > 0.
= =Kl
Consequentemente, s é estritamente crescente e define localmente — e, quando considerada sobre

todo o seu intervalo imagem, globalmente — uma nova parametrizagao da curva. Se t = t(s) é
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a funcao inversa e

entao
17 (s)Il = 1.

Demonstracao. Pelo teorema fundamental do céalculo,

s'() = 7@l

A regularidade implica s'(t) > 0, logo s é estritamente crescente. Pela regra da cadeia,
V' (s) = 4(t(s)) /().
1 1
s'(t(s)) AN

Y(t(s))

GO

Como

t'(s) =
obtemos

7' (s) 7 ()]l = 1.

O

Definicao 1.15 (Parametro de arco). Uma parametrizagdo v : J — R™ ¢é dita parametrizada
pelo comprimento de arco — ou por abscissa curvilinea — se

[ ()l =1  para todo s € J.

Nota 1.16. Para uma parametrizagao pelo comprimento de arco, o pardmetro e o comprimento
percorrido coincidem. Esta normalizagao elimina a informacao puramente cinemética contida na
velocidade e permite que as derivadas seguintes descrevam diretamente a geometria da curva.
Em particular, se

entao | T(s)|| =1 e, portanto,

— d _ /
0= —(I,T) =2(T,T").

Logo T'(s) L T(s). Esta observagao sera o ponto de partida para a definigdo da curvatura.

Nota bibliografica

Para a teoria classica local das curvas, incluindo parametrizagao pelo comprimento de arco, curva-
tura e triedro de Frenet, serao usadas como referéncias de base as exposicoes classicas de M. P. do
Carmo, Differential Geometry of Curves and Surfaces, e de B. O’Neill, Elementary Differential
Geometry. As notas bibliogréaficas mais especificas serdo acrescentadas nas secgoes correspondentes
aos teoremas de Frenet—Serret, Whitney—Graustein e Hopf.

1.3 Curvas planas e curvatura

Seja v : J — R? uma curva regular parametrizada pelo comprimento de arco. Definimos o vetor
tangente unitario

T(s) :=="(s)-
Como ||T|| =1, temos T" L T. A orientacao do plano permite escolher a normal de modo canénico.
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Definicao 1.17 (Normal orientada e curvatura algébrica). Escrevendo T = (T4, T5), definimos
N = (—TQ,Tl).

A curvatura algébrica (ou curvatura orientada) x é a fungao caracterizada por

Equivalentemente,
k(s) = det(T(s),T’(s)) = det(*y'(s),'y"(s)).

Nota 1.18. O sinal de k contém informagao de orientagao: x > 0 quando a tangente gira lo-
calmente no sentido positivo do plano e k < 0 quando gira no sentido oposto. O modulo |x| é
independente da orientacao escolhida.

Proposicao 1.19 (Curvatura numa parametrizacdo arbitraria). Seja v : I — R? uma curva
reqular de classe C?. Entdo a curvatura algébrica é dada por

et (31(0),4(1))
S O

Esta quantidade € invariante por reparametrizagoes que preservam a orientacdo; uma reparame-
trizagio que inverte a orientacdo muda o sinal de k. Consequentemente, |k| € invariante por
qualquer reparametrizagao.

Demonstragao. Se s = s(t) é o comprimento de arco e 7(s) a parametrizagao unitaria correspondente,
entao

V=75 A=7's2+7s

Pela multilinearidade e alternancia do determinante,
det (¥, %) = $° det(7',7").

Se a orientacdo é preservada, $ = ||¥|| > 0, e obtemos a féormula. Para uma mudanca de parimetro
decrescente aparece o fator sgn(s), o que explica a mudanga de sinal da curvatura algébrica. O

Decomposigao tangencial e normal da aceleragao.

A formula da curvatura admite uma interpretagao cinemética util. Seja agora ¢ um parametro

qualquer e ponhamos

d

o) =0l =2, T@)= FO3

Proposigao 1.20 (Decomposigao da aceleragao). Para uma curva plana regular de classe C?,

4 =¢T + c2kN.
| |

Portanto a aceleracdo decompde-se numa componente tangencial e numa componente normal,

ar = ¢T, any = c2kN.
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Sek#0 e R:=1/|k| € o raio de curvatura, entdo

2

lan]l = <.

Demonstracdo. Como + = ¢T', derivando em relacao a t obtemos

5=¢T+cT.
Por outro lado,
. dT ds
= —— N
dsdt O
e a formula segue imediatamente. O

----- P =~(sp)

Figura 1.2: Circulo osculador no ponto P = v(sg). O centro C pertence a normal principal, |CP| =
1/]k(s0)], e o circulo osculador tem em P a mesma tangente que a curva.

Nota 1.21 (Interpretagdo mecanica). A componente tangencial ar altera o médulo da velocidade,
enquanto a componente normal ay altera a sua diregao. Em particular,

dl . .

——mc® =m7y -y = mcc.

dt 2 T
Assim, a componente normal nao realiza trabalho instantaneo. Esta observacdo cinemética
reaparecera mais tarde, sob outra forma, no estudo das geodésicas.

1.4 Curvas no espaco e triedro de Frenet—Serret

Seja v : J — R3 uma curva de classe C® parametrizada pelo comprimento de arco. Definimos
Ti=o, &= T = I

Nos pontos em que k > 0, podemos definir a normal principal e a binormal.

Definigao 1.22 (Triedro de Frenet—Serret). Num intervalo onde x > 0, definimos

T/
N := —, B:=T x N.
K
A base ortonormada positivamente orientada (T, N, B) é chamada triedro de Frenet-Serret da

curva.
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T

v(s)

as diregoes desenhadas sao as projegoes do triedro de Frenet
da hélice no ponto assinalado

Figura 1.3: Triedro movel de Frenet—Serret. A diregao T é tangente a curva no ponto assinalado; N é
a normal principal e B=T x N.

Defini¢ao 1.23 (Torgdo). A tor¢do 7 é definida pela identidade

B'= —7N.
A definigao é possivel porque B’ L. B e B’ L T, pelo que B’ é colinear com N.

Teorema 1.24 (Formulas de Frenet—Serret). Num intervalo onde x > 0, o triedro de Frenet—
Serret satisfaz

T = kN,
N' = —kT + 1B,
B’ = —7N.

Demonstracdo. A primeira identidade é a definicao de N. A terceira é a definicdo de 7. Para a
segunda, derivamos N - N = 1, obtendo N’ - N = 0; portanto N’ pertence ao plano gerado por T e B.
Além disso,

N -T=-N-T = —g,

e, derivando N - B =0,
N  .B=-N-B' =r.

Logo N' = —xkT + 7B. O

1.4.1 Vetor de Darboux e forma matricial
Definigdo 1.25 (Vetor de Darboux). Define-se o vetor de Darboux do triedro de Frenet por
w:=7T+ KB.

Entao
T =wxT, N =wx N, B'=wx B.

Se colocarmos os vetores do triedro nas linhas da matriz
TT
F:=|NT],
BT
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as formulas de Frenet—Serret escrevem-se

0 k 0
F' =QF, Q=|-x 0 7
0 —7 0

A matriz € é anti-simétrica. Esta observacao sera central na prova do teorema fundamental das curvas.
1.4.2 Foérmulas numa parametrizagao arbitraria

Proposicao 1.26. Seja v : I — R3 uma curva reqular de classe C3 e suponhamos

Y(t) x 4(t) # 0.

Entao o
=2 B TX7  N_BxT
liedl 15 > Al
e
— ERTIEE
oo 17 37||, o e.(%vu,z)'
el 15 < Al

Em particular, k e T nao dependem de uma reparametrizacdo que preserve a orientacdo da curva.

Demonstracao. A formula para k resulta de

AT ds

= Ev E = ||A/||v

e da eliminacgao das componentes paralelas a 4 no produto vetorial. Mais precisamente,

17 < Al

1Tl = =
il

Para a torcao, usando a parametrizagao por arco,
det(y',7",7") = det(T, kN, —k*T + 'N + k7B) = k°7.

Como ||y x v"'||? = k2, obtemos a féormula em parametro de arco. Sob uma mudanga regular de para-
metro, os termos adicionais em 4 e 4 sao combinagoes das derivadas de ordem inferior e desaparecem
no determinante; os fatores restantes cancelam-se com os do denominador. O

Nota 1.27 (Pontos de curvatura nula). A condigdo 4 x4 = 0 num ponto significa que a curvatura
se anula nesse ponto; nao permite concluir, por si s6, que a curva seja localmente uma reta. Se
# = 0 num intervalo, entdo T = 0 nesse intervalo e a curva é ai um segmento de reta. Nos
pontos isolados onde x = 0, o triedro de Frenet pode deixar de estar definido.

Nota histoérica

O triedro moével associado a uma curva espacial é tradicionalmente ligado aos nomes de Jean
Frédéric Frenet e Joseph-Alfred Serret. Frenet apresentou esta construgao na sua tese de 1847 e
publicou posteriormente a parte relativa as curvas de dupla curvatura; Serret publicou em 1851
uma formulagao completa das equagoes. A historia é, contudo, mais antiga: trabalhos de Bartels
e do seu aluno Senff ja continham uma forma do método dos triedros moveis. A designagao
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“formulas de Frenet—Serret” refere-se hoje ao sistema acima.

1.5 Teorema fundamental das curvas

A curvatura e a tor¢do constituem invariantes que, sob a hipotese k > 0, constituem um sistema
completo de invariantes locais para curvas espaciais, a menos de movimentos rigidos.

Teorema 1.28 (Teorema fundamental das curvas espaciais). Sejam & : [0,L] — (0,+00) e
7 :[0,L] — R fungdes suficientemente regulares. Entdo existe uma curva vy : [0,L] — R3,
parametrizada pelo comprimento de arco, cuja curvatura e tor¢ao sdo, respetivamente, K € T.
Além disso, quaisquer duas curvas parametrizadas pelo comprimento de arco com as mesmas
funcoes k e T diferem por um movimento rigido direto de R3. Assim, k e T determinam a curva
a menos da sua posi¢do e orientacdo no espago.

Demonstragdo. Definimos

0 K(s) 0
Q(s) = | —k(s) 0 7(s)
0 —7(s) 0

Fixemos um triedro ortonormado positivamente orientado Fy € SO(3) e consideremos o problema de
Cauchy
F' = QF, F(0) = Fp.

A teoria elementar dos sistemas lineares de EDO garante existéncia e unicidade de F. Como Q7 = —Q,

%(FTF) =FT@Q"+Q)F=0.

Logo FTF = I. Por continuidade, det F = 1, e portanto F(s) € SO(3) para todo s. Escrevamos as
linhas de F' como T7, N7 BT. O sistema F’ = QF é precisamente o sistema de Frenet-Serret.
Fixado py € R3, definimos

v(s) :=po + /OS T(r)dr.

Entao 7/ =T, logo ||7'|| = 1, e as equagbes de Frenet mostram que a curvatura e a torgao de 7y sdo k
erT.

Para a unicidade, sejam 71, 2 duas curvas com os mesmos invariantes. Existe um tnico @ € SO(3)
que envia o triedro inicial de 71 no de 2. Pela unicidade do sistema linear, F5(s) = QFi(s), com a
convencao matricial correspondente. Integrando as tangentes, existe a € R? tal que

Y2(s) = Qyi(s) +a.

Isto é, as duas curvas diferem por um movimento rigido direto. O

Caso das curvas planas.

No plano, a orientacao permite trabalhar com a curvatura algébrica, que pode mudar de sinal. Se
T(s) = (cos(s),sind(s)),

entao
T'(s) = 9'(s)(—sind(s), cos ¥(s)),

pelo que




1.6. CURVAS PLANAS FECHADAS: GRAU E INDICE DE ROTACAO 13

Consequentemente,

9(s) = o + /OS K(r) dr

6 =m [ (o) o

Corolario 1.29 (Teorema fundamental das curvas planas). Uma fun¢do continua k : [0,L] — R
determina uma curva plana regular parametrizada pelo comprimento de arco, a menos de um
movimento rigido direto do plano.

Nota 1.30. No caso plano nao é necessario impor « > 0: a curvatura algébrica conserva a
informacgao sobre o sentido de rotagao da tangente. Esta diferenga entre a curvatura orientada
no plano e a curvatura nao negativa de uma curva espacial serd importante na secgao dedicada
ao nimero de rotacao de curvas fechadas.

Nota bibliografica

Para uma exposi¢gdo moderna do teorema fundamental das curvas e das férmulas de Frenet—Serret,
ver M. P. do Carmo, Differential Geometry of Curves and Surfaces, e B. O’Neill, Elementary
Differential Geometry. Para a perspetiva historica, a tese de Frenet (1847) e o artigo de Serret,
Sur quelques formules relatives & la théorie des courbes a double courbure (1851), sdo referéncias
primérias naturais. A literatura historica assinala ainda antecedentes no método do triedro movel
anteriores & publicagao de Frenet.

1.6 Curvas planas fechadas: grau e indice de rotacao

Seja v : [0,L] — R? uma curva regular fechada, parametrizada pelo comprimento de arco e com
orientagao fixada. Escrevendo

T(s) =~'(s) = (cosVI(s),sind(s)),

temos, como vimos,

V' (s) = K(s).
Como T(L) = T(0), existe m € Z tal que

Y(L) —¥(0) = 2rm.

Definigao 1.31 (Curvatura total algébrica e indice de rotagao). A curvatura total algébrica de
v é

K, = /0 " (s)ds.

O inteiro

1
’i’y = %K»y GZ

é chamado indice de rotagio (ou ntumero de rotagio) de .
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Nota 1.32. O indice de rotagao mede o numero algébrico de voltas efetuadas pelo vetor tangente
quando se percorre uma vez a curva. Nao deve ser confundido com o indice de um ponto
relativamente & curva, definido mais adiante.

1.6.1 Grau de uma aplicagao S' — S*

Identificamos S* com os nimeros complexos de médulo um e consideramos o revestimento
exp: R — St u— e,
Se f: 8! — S é continua, uma aplicacdo continua f: R — R tal que
Fe) = et (W)
é chamada um levantamento de f o exp.

Proposicao 1.33 (Grau). Para todo levantamento f existe wm unico inteiro d tal que

flu+2m) = f(u) + 2nd.
Este inteiro nao depende da escolha do levantamento e chama-se grau de f:

deg f = d.

Demonstragao. A diferenga f(u+ 27) — f(u) pertence a 277 para todo u. Sendo continua e tomando
valores num conjunto discreto, é constante. Dois levantamentos diferem por um multiplo constante de
27, pelo que o inteiro obtido é independente do levantamento. O

Aplicando esta construgao a aplicacao tangente unitéaria

T8 870 = o

obtemos

i = degT.

Esta formulagao mostra que o indice de rotacao é um invariante topologico da aplicagao tangente.

@D
AY =27 AY =0 AY
=1 iy =0 i =72

Figura 1.4: Indice de rotagdo como rotagio total da tangente. A direita usa-se y(t) = €2 + 1.3¢%
(identificando C com R?): ~/(¢) = ie'*(2¢" + 1.3) nunca se anula e os dois fatores dio uma volta em
torno da origem; por isso degT = 2.
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1.6.2 Indice de um ponto relativamente a uma curva
Seja p € R?\ v(S1). Define-se

Lol 1 _ ’Y(t)_P
A N O

Definigao 1.34. O inteiro
Ind, (p) := deg fp

é chamado 7ndice de p relativamente a 7.

Nota 1.35. A fungao p — Ind,(p) é constante em cada componente conexa de R?\ y(S') e vale 0
na componente nao limitada. Para uma curva simples fechada, vale -1 na componente limitada,
com o sinal determinado pela orientacao.

1.7 Homotopia regular e teorema de Whitney—Graustein

E essencial distinguir homotopia ordinaria de homotopia reqular.

Definigao 1.36 (Homotopia regular). Duas curvas regulares fechadas vp,y1 : S' — R? sao
regularmente homotdpicas se existe uma aplicagao suave

H:S'x[0,1] — R?
tal que H(-,0) =79, H(-,1) =71 e, para todo u € [0,1], a curva H(-,u) é regular e fechada.

Teorema 1.37 (Whitney—Graustein). Duas curvas requlares fechadas no plano sao reqularmente
homotdpicas se e somente se tém o mesmo indice de rotagao.

Primeira implicagGo. Numa homotopia regular, a aplicacao tangente unitaria depende continuamente
do parametro da homotopia. O seu grau ¢é inteiro e varia continuamente; é portanto constante. Assim,
curvas regularmente homotépicas tém o mesmo indice de rotagao. O

Nota 1.38. A reciproca constitui a parte mais profunda do teorema. Nao apresentaremos aqui a
sua demonstracdo. Assim, o teorema de Whitney—Graustein estabelece que o indice de rotagao
é um invariante completo das curvas planas regulares fechadas a menos de homotopia regular.
Para uma demonstragdo completa, veja-se Whitney (1937).

Para além de Whitney: curvas genéricas e invariantes de Arnold.

O indice de rotagao classifica as imersoes fechadas a menos de homotopia regular, mas nao descreve
as modifica¢bes locais que ocorrem numa familia genérica de curvas imersas. Arnold introduziu trés
invariantes, J*, J~ e St, adaptados as trés perestroikas elementares: os dois tipos de auto-tangéncia
e a passagem por um ponto triplo.

Na terminologia de Arnold, uma auto-tangéncia é direta quando os vetores velocidade das duas
ramas tangentes apontam no mesmo sentido, e inversa quando apontam em sentidos opostos. O
invariante JT reage as auto-tangéncias diretas, J~ as auto-tangéncias inversas, e St as passagens por
pontos triplos.
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51 AV b

- ><
, >_< L Sl

Figura 1.5: As trés perestroikas elementares na apresentagao usada no curso: passagem por um ponto
triplo (St), auto-tangéncia direta (JT) e auto-tangéncia inversa (J 7). As setas nas ramas distinguem
os dois tipos de auto-tangéncia.

Como ler o diagrama de Gauss—Arnold

O teorema de Whitney—Graustein mostra que o indice de rotacao ., classifica as curvas planas regulares
fechadas a menos de homotopia regular. Contudo, este inteiro nao descreve a configuracao das auto-
interse¢oes de uma curva genérica. Duas curvas com o mesmo indice de rotagao podem ter o mesmo
numero de pontos duplos e, ainda assim, apresentar organizacées muito diferentes desses pontos.

Para uma curva genérica, cada ponto duplo transversal possui duas pré-imagens no circulo para-
metro S'. Marcando estas pré-imagens sobre um circulo e ligando por uma corda os dois pontos que
correspondem & mesma auto-interse¢ao, obtém-se o diagrama de Gauss. Assim, uma curva com quatro
pontos duplos da origem a quatro cordas. A disposigao e o entrelagamento dessas cordas registam in-
formagao combinatoria que nao é determinada pelo simples nimero de pontos duplos nem pelo indice
de rotacgao.

O diagrama da Figura 1.6 organiza exemplos de curvas planas genéricas e indica, para cada uma,
o indice de rotagao e os valores dos invariantes de Arnold. Ao deformar genericamente uma curva, as
mudancas singulares elementares ocorrem quando se atravessa uma auto-tangéncia ou um ponto triplo.
Arnold associa a estes fenémenos trés invariantes de ordem um: J*, ligado as auto-tangéncias diretas,
J7, ligado as auto-tangéncias inversas, e St, ligado as passagens por pontos triplos. Estes invariantes
refinam, portanto, a informagao fornecida por 7,: o indice determina a classe de homotopia regular,
enquanto J¥, J~ e St distinguem fenémenos mais finos na geometria das curvas genéricas. Para a
construcao e a classificacao originais, veja-se Arnold (1994).

Para curvas simples fechadas nao hé auto-intersegoes deste tipo. Voltamos entao ao indice de
rotacao, cuja forte restrigao no caso simples é dada pelo teorema das tangentes girantes de Hopf.

1.8 Teorema das tangentes girantes de Hopf

Para uma curva fechada regular qualquer sabemos apenas que i, € Z. A hipétese de simplicidade
impoe uma restricao muito mais forte.

Teorema 1.39 (Hopf-Umlaufsatz). Se v : S* — R? ¢ uma curva plana regular, simples e
fechada, entao

| ==
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Figura 1.6: Diagrama de Gauss—Arnold para curvas planas genéricas com quatro pontos duplos, repro-
duzido do material grafico utilizado no curso. As linhas associadas a cada curva registam os invariantes

de Arnold.
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ou, equivalentemente,

/ kds = £2m.
¥

O sinal é determinado pela orientacao da curva.

Demonstracao do teorema de Hopf. Para demonstrar o teorema, introduzimos primeiro a aplicacao
das diregoes das cordas. Parametrizemos v em [0, 1], com v(0) = v(1). No triangulo

A={(t1,t2): 0 <ty <ty <1}

consideramos a dire¢ao orientada da corda

h(tl,tg) = t < t2,

com as extensoes continuas
h(t,t) =T(t),  h(0,1) = —T(0).

A simplicidade da curva garante que a expressao das cordas estd bem definida fora destes casos limite.
Como A é convexo, logo simplesmente conexo, h admite um levantamento continuo

0:A—R, h=e®.

Sobre a diagonal, O(¢,t) é portanto um levantamento continuo do angulo da tangente.
Escolhemos o ponto inicial e os eixos de modo que y(0) seja um ponto de suporte & direita da curva
e T(0) seja vertical. Podemos tomar

™
0(0,0) = —.
0,0 =7
Ao longo do lado t; = 0, a diregao da corda nao pode atravessar a direcao horizontal positiva: tal
atravessamento colocaria um ponto da curva a direita da reta de suporte. Como h(0,1) = —7(0), a

continuidade do levantamento da

0(0,1) — ©(0,0) = .

Analogamente, ao longo do lado to = 1, a dire¢ao da corda nao pode atravessar a direcao horizontal

negativa, e obtemos
0(1,1) — 6(0,1) = .

Consequentemente,
2miy = 0(1,1) — ©(0,0) = 27.

Para a orientacao oposta obtém-se —2m. Logo i, = £1. O

Nota 1.40. Esta demonstragao torna explicita a passagem entre geometria e topologia: a cur-
vatura controla a rotagdo infinitesimal da tangente, enquanto o levantamento da aplicagao de
dire¢oes permite medir globalmente essa rotagao.

1.9 Curvas regulares por partes e funcoes de variacao limitada
O teorema de Hopf possui uma extensao natural as curvas regulares por partes. Neste caso, o angulo

da tangente é suave em cada arco regular, mas pode sofrer saltos nos vértices. E precisamente esta
situagao que motiva a introdugao de fungoes de variagao limitada.

1.9.1 Variagao total
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Definigao 1.41 (Fungao de variagao limitada). Seja 9 : [0, L] — R. A sua variagao total é

onde o supremo é tomado sobre todas as partigoes
P: O0=tg<t1 <---<ty=0L.

Dizemos que ¢ é de variagao limitada, e escrevemos ¢ € BV ([0, L]), se esta quantidade é finita.

Proposicao 1.42 (Propriedades elementares). Uma fungdo de variagao limitada possui limites
laterais em todos os pontos interiores e tem no mdxrimo um conjunto numerdvel de descontinui-
dades. Além disso, toda fungdo mondtona num intervalo limitado pertence a BV .

Teorema 1.43 (Decomposigao de Jordan). Uma fungao real 9 pertence a BV ([0,L]) se e so-
mente se pode ser escrita como diferenca de duas fungoes crescentes:

9=9" —9.

1.9.2 Fungoes C! por partes

Suponhamos agora que ¥ é C! nos intervalos (7,7;41) e possui apenas um nimero finito de saltos.
Denotamos
- + -
[9]; == 79(7} ) — ﬁ(Tj )-
Neste caso, a variagao total separa-se numa contribui¢ao continua e numa contribui¢ao concentrada

nos saltos:

var(oi(0.2) = Y [ o)+ Y

Equivalentemente, pode-se aproximar ¢ por fungoes suaves ¥ de modo que

L Tj+1
JREACEES Y NTCEES SICH!

Nota 1.44 (Interpretagio geométrica). Para o angulo da tangente de uma curva regular por par-
tes, o primeiro termo mede a rotagao acumulada ao longo dos arcos suaves; os saltos representam
as rotagoes instantaneas nos vértices. Assim, a passagem ao quadro BV constitui uma digressao
analitica: ela permite tratar numa udnica linguagem a curvatura difusa nos arcos e a curvatura
concentrada nos vértices.

1.9.3 Umlaufsatz generalizado

Seja 7 : [0, L] — R? continua, simples, fechada e regular por partes, com vértices v(7;). Em cada arco
regular escolhemos um levantamento continuo ¥; do angulo da tangente. Seja o; o dngulo exterior
orientado no vértice v(7;), isto €, o salto do angulo da tangente escolhido no intervalo (—m, 7] de acordo
com a orientagao local.
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Ip; = 5(my)

curva fechada re- a; = ang(T;, T+
gular por partes J77

Figura 1.7: Curva regular por partes e salto da direcao tangente num vértice. A curva é a uniao de
um namero finito de arcos suaves e regulares. No vértice P; = 7(7;), as tangentes laterais T e Tj+
podem ser distintas; o angulo orientado «; mede o salto da diregao tangente.

Teorema 1.45 (Teorema das tangentes girantes, versao por partes). Com as hipdteses anterio-
res,

D (@i (ri) = 95() + Z a; = 2.

Se cada arco estd parametrizado pelo comprimento de arco, entao

Z/THI k(s)ds + Zaj = S
T j

J

Ideia da demonstra¢ao. O angulo global da tangente, entendido com os seus saltos, ¢ uma funcao
BV. Regularizam-se os vértices de modo a obter curvas simples fechadas suaves; a variagdo angular
produzida em torno de cada vértice converge para o respetivo dngulo exterior ;. Para cada curva
regularizada, o teorema de Hopf d& uma rotagao total igual a +27. Passando ao limite e usando a
decomposigao da variacao angular em parte suave e saltos, obtém-se a férmula acima. O

Nota 1.46. A féormula anterior antecipa a estrutura do teorema de Gauss—Bonnet para regioes
com fronteira regular por partes: integrais de curvatura ao longo dos arcos aparecem juntamente
com contribui¢oes angulares nos vértices.

Notas historicas e bibliograficas

Nota bibliografica

Para a teoria classica das curvas euclidianas, incluindo curvatura, torgao, triedro de Frenet—Serret e
o teorema fundamental das curvas, adotamos como referéncias gerais M. P. do Carmo, Differential
Geometry of Curves and Surfaces, C. Béar, Elementary Differential Geometry, e M. Umehara e
K. Yamada, Differential Geometry of Curves and Surfaces. Em particular, Umehara—Yamada
constitui uma referéncia especialmente rica para a teoria classica e global das curvas. Para uma
apresentagdo classica em lingua francesa, veja-se Y. Choquet-Bruhat, Géométrie différentielle et
systémes extérieurs; para uma abordagem particularmente geométrica e visual das curvas planas,
veja-se M. Berger, Géométrie vivante ou I’échelle de Jacob.

O resultado hoje conhecido como teorema de Whitney—Graustein classifica as curvas regulares
fechadas do plano a menos de homotopia regular pelo indice de rotagdo. A referéncia classica é
H. Whitney, “On regular closed curves in the plane”, Compositio Mathematica 4 (1937), 276-284.
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Para o teorema das tangentes girantes, a referéncia historica utilizada na literatura moderna é
H. Hopf, “Uber die Drehung der Tangenten und Sehnen ebener Kurven”, Compositio Mathematica
2 (1935), 50-62. A versdo para curvas simples fechadas regulares por partes, com a soma dos
angulos exteriores, é também a forma que reaparecera naturalmente no teorema de Gauss—Bonnet.
Para o levantamento de aplicagdes S* — S e a nocdo de grau, pode consultar-se J. R. Munkres,
Topology, em particular o lema de levantamento de caminhos correspondente. Como complemento
sobre invariantes de curvas planas genéricas, ver V. I. Arnold, “Plane curves, their invariants,
perestroikas and classifications”, Advances in Soviet Mathematics 21 (1994), 33-91.
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Capitulo 2

(GGeometria extrinseca das superficies

Depois do estudo das curvas em R3, passamos agora a objetos bidimensionais. Uma superficie sera
inicialmente considerada como um subconjunto regular do espago euclidiano,

S c R3.

Dispomos, portanto, desde o inicio, da geometria do espago ambiente: produto escalar, distancias,
vetores normais e derivacdo em R3. E neste sentido que o ponto de vista deste capitulo é extrinseco.

A primeira questao consiste em precisar o que significa uma superficie ser regular. Tal como para
as curvas, nao pretendemos apenas descrever um conjunto de pontos: queremos dispor localmente de
coordenadas que permitam utilizar o calculo diferencial.

2.1 Superficies regulares e parametrizacoes locais
Defini¢ao 2.1 (Superficie regular parametrizada). Seja A C R? um aberto. Uma superficie
regular parametrizada é dada por uma aplicagao
p:A—R3, (u,v) — p(u,v),
suave, injetiva, homeomorfismo sobre a sua imagem, e tal que
rank Dp(u,v) = 2 para todo (u,v) € A.

Equivalentemente,
Do, v) X py(u,v) # 0.

A condigao de posto 2 significa que as duas dire¢oes coordenadas permanecem independentes depois
da parametrizagao: localmente, a imagem possui efetivamente duas diregoes independentes e nao
degenera numa curva ou num ponto.

Definigao 2.2 (Superficie regular). Um subconjunto S C R?® é uma superficie reqular se, para
cada P € S, existe uma vizinhanga U C S de P e uma parametrizacao regular

p: ACR? —U.

O par (A4, p) fornece coordenadas locais (u,v) sobre a superficie.

23
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Plano tangente.
Definigao 2.3. O plano tangente a S em P é

TpS :={4(0) : v: (—e,e) = S, v(0) = P}.

Proposicao 2.4. Se P = p(ug,vp), entao

‘TPS = Span{pu(uo,vo)mv(uoa UO)}- ‘

Demonstragao. Se v(t) = p(u(t),v(t)), a regra da cadeia da
Y(0) = @(0)pu + 0(0)py.

Logo TpS esta contido no espago gerado por p,,p,. Reciprocamente, para a,b € R, a curva t —
p(up + at, vy + bt) tem velocidade ap,, + bp, em ¢t = 0. O

2.2 Vetores tangentes como derivacgoes

Seja f : S — R diferenciavel, P € S e V € TpS. Escolhendo uma curva v em S tal que v(0) = P e
4(0) =V, definimos

Ao(V) = (7o) 1)

t=0

Em coordenadas locais, se V' = ap,, + bp,, entao

dfp(V) = a0u(f op) +b0y(f op),

pelo que a definicao depende apenas de V', e nao da curva escolhida.
Assim, um vetor tangente pode ser visto simultaneamente como vetor geométrico e como operador
diferencial:

V() =dfe(V).|

Esta interpretacao seréa crucial quando passarmos as variedades diferenciéveis.

2.3 Base movel, orientagao e aplicagcao de Gauss
Escrevemos
91 =0u=DPu,  92=gv:=pv,  TpS=span{gu,g.}.

Se S é orientavel, escolhemos um campo normal unitario suave

— gu X g'U
lgu < goll

A aplicacao
v:S — §?

é chamada aplica¢do de Gauss. Localmente, {g., gy, } constitui uma base moével de R? ao longo da
superficie.
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2.4 Curvas numa superficie: velocidade e aceleragao

Se

entao
¥ =1w"a-

Derivando novamente,

5 = 0" go + 0’ Ipga.
Como {g1, g2, v} é uma base de R?, escrevemos

Dai

§ = (07 4+ T ") gy + T3 100" v.

Esta formula separa a aceleragao tangencial da aceleragao normal & superficie.

Exemplo: movimento ao longo de um paralelo da esfera.

Para um ponto que percorre com velocidade constante V' um paralelo de uma esfera de raio R, a
aceleragdo possui, em geral, uma componente tangente & esfera e uma componente normal. Com a
conveng¢ao angular usada no curso, obtém-se

V2 V2
" Rtan %) "

ar
com os sinais dependentes da orientagao escolhida para n e v. O exemplo mostra que uma curva

contida numa superficie pode ter aceleracao tangencial mesmo quando a velocidade é sempre tangente
a superficie.

2.5 Geodésicas

Definigao 2.5 (Geodésica). Uma curva (t) = p(w(t)) é uma geodésica se a componente tan-
gencial da sua aceleragao é nula. Em coordenadas,

W7 + I gi™i” = 0, o=1,2.

Equivalentemente,
"}'/ L T‘y(t)S'

Numa geodésica,
d 2
LAl =255 =0,
I =275
pelo que a velocidade tem modulo constante.
Nota 2.6 (Geodésicas e minimizac¢ao). Uma geodésica nao é necessariamente globalmente minimi-
zante entre dois dos seus pontos. Contudo, suficientemente localmente, os segmentos geodésicos

apropriados realizam a distancia entre pontos proximos. A relagao precisa entre geodésicas e
minimizacao do comprimento sera estudada mais adiante.

Derivada covariante ao longo de uma curva.
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arco mais curto

plano do
y grande circulo
™ (geodésica)

arco geodésico mais longo

Figura 2.1: Dois arcos da mesma geodésica podem ligar os mesmos pontos de uma esfera. O facto de
uma curva ser geodésica nao implica que qualquer dos seus arcos seja globalmente minimizante.

Se ¢ = c%g, € um campo tangente, definimos
Ve = (0p¢” +T74¢%) g0

Ao longo de 7,

Dc
E = ch
Assim, a equagdo geodésica escreve-se
Dy
— =0.
dt

Esta notagao sera retomada e formalizada mais adiante no estudo das conexdes.

2.6 Meétrica induzida e primeira forma fundamental
A estrutura euclidiana de R3 induz sobre S a matriz

9ap = Ga " 98-

Escrevendo
E =gy - gu, F=gy-gv, G =gy G,

a primeira forma fundamental é

I(a,b) = Ea'b" + F(a'b® + a*b*) + Ga®V?,

ds* = I[dw] = E du® + 2F dudv + G dv®.

Para v(t) = p(u(t), v(t)),

L(vy) = / VE@? + 2F i + Go? dt.

2.7 Isometrias, métricas isotérmicas e comprimento
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icao 2.7. izaco p: a0 1 Stri % -
Definigao 2.7. Duas parametrizacoes p,p : A — R3 sdo isométricas se todas as curvas corres
pondentes pow e pow tém o mesmo comprimento.

Esta condicao equivale a igualdade pontual das métricas,

Gap = §QB~

De facto, basta testar localmente as dire¢Ges coordenadas e a diregao soma para recuperar F,G e F.

Exemplo 2.8 (Plano e cilindro). No cilindro de raio R, usando z; = Rf e a2 = 2,
ds® = R*d6? + dz? = da? + dx3.

Assim, o cilindro é localmente isométrico ao plano, apesar de as duas superficies terem formas
extrinsecas muito diferentes.

Uma métrica é dita isotérmica se
(9ap) = Au,v)1, ds® = A(du® + dv?),

e é euclidiana quando A = 1.

Lema 2.9. Todas as curvas de p(A) tém o mesmo comprimento que as respetivas pré-imagens
em A se e somente se

E=G=1 F=0.

Demonstracao. O sentido direto é imediato. Reciprocamente, num ponto fixo, testamos segmentos
com diregao (cos a,sina). A igualdade dos comprimentos implica

1 = Ecos® a+ 2F cos asin a + G sin® .

Tomando ae =0 e @ = 7/2 obtemos E = G = 1; variando «, segue F = 0. O

2.8 Area, angulos e aplicagoes conformes

O elemento de area é

dS = ||gu X go| dudv = mdudv = y/det gdudv.

Duas superficies parametrizadas sobre o mesmo dominio sao equiareais quando as areas das regioes
correspondentes coincidem; equivalentemente,

det g = det g.
Para X,Y € TpS, o dngulo x é determinado por
9(X,Y)

T iX X)gv,Y)

Uma aplicagao é conforme quando preserva adngulos. Em dimensao dois, isto equivale pontualmente a

lg=25,  A>0,]

onde o fator conforme A\ pode variar de ponto para ponto.
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Lema 2.10. Se duas superficies correspondentes sao simultaneamente conformes e equiareais,
entao sao isométricas.

Demonstracdo. Se g = \g, entdo em dimensdo dois det g = A?>detg. A igualdade dos elementos de
area implica A = 1. O

Nota 2.11 (Cartografia). Uma carta plana de uma regiao da esfera ndo pode, em geral, preser-
var simultaneamente angulos e areas. A projecao de Mercator é conforme mas distorce areas;
projecoes equiareais preservam &areas mas nao, em geral, dngulos. A impossibilidade de obter
simultaneamente as duas propriedades seré explicada geometricamente pelo Theorema Egregium.

2.9 Segunda forma fundamental
A componente normal da aceleragao de uma curva é
a, = (Li® + 2Mid + No*)v,

onde
L:puu'l/:_gu'l/uv M:puv'V:_gu'Vv; N:pvv'l/:_gv'l/v~

Definigdo 2.12 (Segunda forma fundamental). A segunda forma fundamental é a forma bilinear
simétrica
Iy(a,b) = La'b' + M(a'b? + a®b') + Na?b?,

ou, quadraticamente,

| Lofdw] = Ldu® +2M dudv + N dv? = ~dp- dv.

Para uma curva parametrizada pelo comprimento de arco, a curvatura normal assinada é

\Fcn =5-v= -72(’)"7’7/)"

O seu modulo é o moédulo da componente normal da aceleragao.
A segunda forma fundamental mede também o afastamento de segunda ordem relativamente ao
plano tangente:

(LAU? + 2M Aulv + NAv?) + o(| Aw|?).

N | =

(p(u + Au,v + Av) — p(u, v)) v =

Assim,

I, mede comprimentos no plano tangente, enquanto Is mede o afastamento de
segunda ordem do plano tangente.

2.10 Aplicacao de Weingarten

(8 ()

Sob uma mudanga de coordenadas de jacobiano J,

Introduzimos as matrizes

A=JTAJ, B=JTBJ.
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Definimos

W =J"WJ,

pelo que os valores proprios, o trago e o determinante de W sao invariantes por mudanca de coorde-
nadas.

Entao

Teorema 2.13 (Weingarten). A derivada da normal é tangente & superficie e satisfaz

(Vu | Vo) = —(9u | 90)W.

Equivalentemente,

Demonstra¢do. De v-v =1 segue O,V - v = 0, logo d,v é tangente. Escrevendo
Oov=—-W58, 9s
e tomando o produto escalar com g, obtemos
—0aV - gy = Wﬁagﬁ’v = bay.
Portanto B= AW e W = A~'B. O

2.11 Equacoes de compatibilidade

Temos agora
0a9p =T2300 + bapy,  Oav=—-WF,gs.

Como os vetores g, provém de uma mesma parametrizagao, as derivadas mistas devem comutar. Isto
mostra que I; e Is nao podem ser prescritas arbitrariamente.

Nota 2.14 (Problema de compatibilidade). Se prescrevermos duas formas quadraticas I; e I,
existe uma superficie de R3 que as tenha como primeira e segunda formas fundamentais? Em
geral, nao: os seus coeficientes devem satisfazer relagoes diferenciais de compatibilidade.
Reunimos a base mével numa matriz F e escrevemos
OuF = FA, OpF = FA.
A identidade 0y, F = 9y F conduz a
10,0 — 9,A + AQ — QA = 0.

Esta tnica identidade matricial contém as equagoes de Gauss e de Codazzi—-Mainardi.

2.11.1 Equagoes de Codazzi—Mainardi

Nas coordenadas (u,v), as duas equagdes escrevem-se

0,L — 0,M = LT, + M(T}, —T4,) — NT4,, |

8y M — 0 N = LT + M(T'", —T“ ) — NT?,.

De forma tensorial,
Vabgy = Vgba,.
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2.11.2 Sistema matricial de Pfaff

Teorema 2.15 (Sistema de Pfaff). Seja U C R? simplesmente conezo e sejam T'; € CH(U; R™*™)
campos matriciais que satisfazem

0y — O, + T,y — T = 0.
Fizados xg € U e Fy, existe uma tinica solugdo do sistema
81F:FF“ F(l’o) :Fo,

com a conveng¢do matricial adotada acima.

Localmente, a hipotese de simples conexidade pode ser obtida restringindo-nos a uma vizinhanga
suficientemente pequena.

2.12 Compatibilidade métrica e conexao de Levi—Civita

Derivando gog = ¢a - g3 € combinando as identidades obtidas por permutagao dos indices, encontramos

1
Zﬁ = 5907— (aagﬁ'r + aﬁgom' - a'rgaﬂ)~

Em particular, os coeficientes tangenciais da conexao associada & superficie sao determinados pela
primeira forma fundamental.

Teorema 2.16 (Levi-Civita). Dada uma métrica g, existe uma dnica conexao que € simultane-
amente compativel com a métrica,
Vg =0,

e sem tor¢cao. Os seus simbolos de Christoffel sao dados pela férmula anterior.

Nota 2.17 (Torgao e tensor de contorgao). A compatibilidade com a métrica nao implica, por si
s6, que uma conexao seja simétrica. Uma conexao compativel com g pode possuir tor¢ao

T(X,Y)=VxY - VyX —[X,Y], TF,;=TF;_T%,

Mais precisamente, uma conexao métrica pode escrever-se sob a forma

|V =v+K|

onde VL€ ¢ a conexdo de Levi-Civita e K é o tensor de contor¢io, determinado pela torcao da
conexao. A conexao de Levi—Civita corresponde ao caso particular K = 0. Com a convengao

Kijp = 9((V - VLC)eiej, €k) ) Tijr = 9(T(ei, ej)a ex),

a compatibilidade métrica implica K;;; = —K;; e vale

Kiji = = (Tiji — Tjks + Thij)-

N
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2.13 Teorema fundamental das superficies

As relagoes anteriores permitem inverter o problema: em vez de comecgar por uma superficie e calcular
I, e I, perguntamos quando duas formas dadas provém de uma superficie.

Teorema 2.18 (Teorema fundamental das superficies). Seja U C R? simplesmente conezo.
Suponhamos dados
I, = Edu® + 2F dudv + G dv?,

com I definida positiva, e
I, = Ldu® + 2M dudv + N dv?,

com regularidade suficiente. Se Iy e I satisfazem as equagoes de Gauss—Codazzi—Mainardi, entao
ezriste uma 1mersao
p:U— R3

cuja primeira e sequnda formas fundamentais sao precisamente Iy e Is.

Demonstracdo. A demonstragdo segue a reconstrugao em cinco etapas.

Etapa 1: construgao do referencial mével. Fixemos xg € U. Como a matriz
A(zo) = (9a8(20)) 4 5y »
é simétrica definida positiva, podemos escolher vetores g7, g9 € R? tais que
gap(z0) = g0 - 9% o, B€{1,2}.
Por exemplo, estes vetores podem ser obtidos a partir de uma raiz quadrada da matriz A(zg). Definimos
galzo) = g0,  a=1.2,
e escolhemos a orientagao inicial por

91(z0) X ga(zo)
g1 (z0) % g2(wo)|”

93(1‘0) =

Se F denota a matriz cujas linhas sdo g1, g2, g3, as equagoes de Gauss—Codazzi—-Mainardi sdo precisa-
mente as condi¢oes de compatibilidade do sistema de Pfaff

a’y]: =17, v e {12},

com a condigao inicial anterior. Pelo teorema de Pfaff existe, portanto, uma tnica solugdo F de classe

Cc2.

Etapa 2: reconstrugao da parametrizagao. Se g; = F;o ¢ a i-ésima linha de F, a linha « da
equagao OgF = I'gF da

3
9590 =T%09s + bgags = ¥ Tk sgk. (N)
k=1

A simetria da conexao tangencial e de B = (bop) implica
8ﬂga = aagﬁ~
Aplicando o lema de Poincaré a cada componente, existem funcoes p* € C3(U), i = 1,2, 3, tais que

gy = 0.p".
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Assim, para p = (p', p?, p%),

\gw= VD, 7=1,2-\

Etapa 3: sistema diferencial para os produtos escalares. Da relagao (N) obtemos, para a, 5,7 €

{172}7

3

090 93) = Y (T g - 95) + T2 (gm - 9) ).

m=1

Mais geralmente, usando as trés linhas do sistema de Pfaff,

23:( L5 (9m - 95) + T75(gm - 91)) (P)

m=1

para i,j € {1,2,3}.

Etapa 4: identificacdo da métrica prescrita. Prolongamos a matriz métrica A = (gog) a uma
matriz 3 X 3 definindo

9i3 = g3i = dis.
Para «, 5 € {1,2}, a compatibilidade métrica fornece

2
awgoc,ﬁ = Z (Fgagaﬂ + Fzﬁgaa) .

o=1

Verifiquemos que o mesmo sistema vale para os indices que envolvem 3. Como g¢;3 = d;3, 0 lado
esquerdo é nulo. Por outro lado,

3
Z (Fzzgm?) =+ F%gmz + Z F'yngt

m=1

Usando
I3, = by, Iy =—-Wwm,, W =A"!'B,

o ultimo membro é

2
- Z gime,Y =0.

m=1

Logo a matriz prescrita (g;;) satisfaz exatamente o mesmo sistema diferencial que a matriz dos produtos
escalares (g; - g;) em (P), e ambas tém os mesmos dados iniciais em (. Pela unicidade,
9i5 = 9i " 9j-
Em particular,
9oB = 9o - 9s = Oap - Opp,  gi- g3 = diz.
Portanto g1 e g2 sao ortogonais a g3, e

g1 X g2

g3 =F57 — .
g1 % g2
Resta determinar o sinal.

Etapa 5: imersao, orientagao e segunda forma fundamental. Da etapa anterior,

FFT — ((ggﬁ) (1)) )
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Esta matriz é definida positiva; consequentemente
det(FFT) >0, det F(z) #0 para todo x € U.

Em particular, (gog) tem posto 2 e
rank Dp = 2,
pelo que p é uma imersao.
No ponto inicial,
97 x g5
lg? x g3l

Como U é conexo e det F é continuo e nunca se anula, o seu sinal ndo pode mudar. Assim,

det F(x0) = (gf x g9) - =g x g3 > 0.

X
det F >0 e gs xR,

g x gall

Finalmente, tomando o produto escalar de (N) com g3 = v, obtemos

‘baﬂ = 089a - g3 = 030ap - V. \

Logo a segunda forma fundamental da imersao reconstruida é precisamente Is, enquanto a etapa 4
mostrou que a primeira forma fundamental é I;. Isto conclui a demonstragao. O

A estrutura da demonstracio pode ser resumida por

Poincaré

(I1,I5) GOM, istema de Pfaff —s (91,92,v)

Nota 2.19 (Unicidade). Na formulac¢do completa do teorema fundamental, a superficie é deter-
minada por I; e Iy a menos de um movimento rigido direto de R?, uma vez fixada a orientacio
da normal.

Notas historicas e bibliograficas

Nota bibliografica

A teoria local das superficies regulares desenvolvida neste capitulo pertence ao niicleo classico da
geometria diferencial do século XIX. A primeira forma fundamental codifica a geometria métrica
induzida pela imersao, enquanto a segunda forma fundamental e o operador de forma descrevem
a variagao extrinseca da superficie. A féormula hoje chamada de Weingarten exprime precisamente
a derivada do campo normal em termos de um endomorfismo do plano tangente.

As equagoes de Gauss e de Codazzi-Mainardi constituem as condi¢oes de compatibilidade en-
tre as duas formas fundamentais. A sua interpretagao como condi¢ao de integrabilidade de um
sistema de Pfaff torna transparente a estrutura do teorema fundamental das superficies: dados
métricos e extrinsecos compativeis permitem reconstruir localmente uma imersao, Gnica a menos
de movimento rigido depois de fixados os dados iniciais apropriados.

A conexdo determinada pela métrica e pela auséncia de torcao é a conexdo de Levi-Civita. E
importante distinguir esta afirmacdo da mera compatibilidade métrica: uma conexao meétrica
pode possuir tor¢ao, sendo entao a diferenga relativamente a conexao de Levi—Civita descrita pelo
tensor de contorcao.

Para o desenvolvimento moderno seguido neste capitulo, a referéncia principal é M. Umehara e
K. Yamada, Differential Geometry of Curves and Surfaces. Podem ainda consultar-se M. P. do
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Carmo, Differential Geometry of Curves and Surfaces, C. Bar, Elementary Differential Geometry,
e Y. Choquet-Bruhat, Géométrie différentielle et systémes extérieurs.

Referéncias do capitulo

Nota bibliografica

M. Umehara e K. Yamada, Differential Geometry of Curves and Surfaces, World Scientific, Sin-
gapore, 2017.

M. P. do Carmo, Differential Geometry of Curves and Surfaces, revised and updated 2nd ed.,
Dover, 2016.

C. Bér, Elementary Differential Geometry, Cambridge University Press, Cambridge, 2010.

Y. Choquet-Bruhat, Géométrie différentielle et systéemes extérieurs, Dunod, Paris, 1968.




Capitulo 3

Geometria intrinseca das superficies

Até agora, a geometria de uma superficie foi estudada a partir da sua imersao no espaco euclidiano. Em
particular, a segunda forma fundamental e o aplicagao de Weingarten dependem da variagao do campo
normal. A curvatura de Gauss aparece assim, & primeira vista, como uma quantidade extrinseca,

LN — M?

O resultado fundamental de Gauss mostrara, porém, que K ¢ inteiramente determinado pela primeira
forma fundamental. E neste ponto que comecga verdadeiramente a geometria intrinseca das superficies.

3.1 Curvatura normal e curvas assintoticas

Recordemos a formula de Meusnier. Seja v(s) = p(u(s),v(s)) uma curva de S, parametrizada pela
abcissa curvilinea. A sua curvatura normal é

kn = L(u',v") = —(u'gy +0'gy) - (Wvy +0'v) = — - V.

Assim, conhecidas as duas formas fundamentais, a curvatura normal de qualquer curva da superficie
fica determinada pela sua diregao tangente.

Defini¢ao 3.1 (Direcdo e curva assintética). Uma direcao tangente ndo nula X € 7,5 é dita
assintdtica se Ir(X, X) = 0. Uma curva regular v C S é assintotica se a sua diregdo tangente é
assintotica em cada ponto; equivalentemente, a sua aceleracao normal é nula.

Seccoes normais.

Fixemos p € S e uma dire¢do unitaria X € 7,,S. O plano
IT = span{X,v,}

é chamado plano normal na direcao X. Localmente, a interseccao S N1l determina uma curva plana,
a seccao mormal correspondente.

Lema 3.2 (Curvatura da secgao normal). A curvatura normal de uma curva v C S em p, com

vetor tangente unitdrio X = v'(p), € igual & curvatura orientada, em p, da secgdo normal de S
pelo plano II = span{X, v, }.

35
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Demonstragao. Seja n(§) = SNII a secgdo normal, parametrizada pela abcissa curvilinea, e escolhamos
os pardmetros de modo que

Como 7 tem velocidade unitaria,

’rll . 7]// — 0.
Além disso, 7 esta contida no plano II e a sua tangente em p é X; portanto, no ponto p, o vetor n” é
paralelo a v,. Usando 1’ - v = 0 e derivando,

- vV =n" v
Como 1'(59) = 7'(s0), segue que
kin(s0) = —7'(s0) - V' (s0) = =1’ (50) - V' (50) = 1" (50) - V-
Ora, a aceleracao da curva plana unitaria n é normal a sua tangente e, no ponto considerado, paralela
a v,. Logo esta tltima quantidade é precisamente a curvatura orientada da sec¢do normal. O
3.2 Curvaturas principais, média e de Gauss

Seja X = ag, + g, # 0. A curvatura normal depende apenas da direcao de X e é dada pelo quociente
das duas formas fundamentais.

Lema 3.3 (Expressao explicita da curvatura normal). Para (o, 8) # (0,0),

B La? +2MafB + Nj?
" Ea?2+2FaB+Gp2°

Kn(a, B)

Equivalentemente, escrevendo («, ) = p(cosf,sinf),

B Lcos? 0+ 2M cosfsinf + N sin’ 0
~ Ecos20+ 2F cosfsinf + Gsin? 6

Kn(0)

Demonstragdo. Se s é a abcissa curvilinea, entao I;[w’] = 1. Escrevendo w’ = p(cosf,sin §), obtemos
1= pQ(EC0829+ 2F cos #sin § + G sin? 9),

enquanto
kin = I[w'] = p?(Lcos® O + 2M cos Osin§ + N sin” §).

Eliminando p? obtém-se a formula. O
Como a fungdo direcional 6 — k,(0) é continua no circulo das dire¢oes, atinge um minimo e um

maximo.

Definigao 3.4 (Curvaturas principais). As curvaturas principais em p sao

B X) B(XX)
™= X% (X, X) M= R (X, X)

As diregoes onde estes extremos sdo atingidos chamam-se diregdes principais.




3.3. CARACTERIZACAO LOCAL DOS PONTOS 37

Definigao 3.5 (Curvaturas média e de Gauss). Define-se

2H = ki + K, K =knkym.

Consequentemente, as curvaturas principais sao as raizes de
2 -
k*—2Hk+ K =0,

e portanto

bt = H+VH? — K.

3.3 Caracterizacao local dos pontos

Defini¢ao 3.6. Um ponto p € S é dito
elitico se K(p) > 0;

hiperbdlico se K(p) < 0;

parabdlico se K(p) =0 e Iz(p) # 0;
plano se Is(p) = 0;

umbilical se K, (p) = k(D).

No cilindro circular todos os pontos sao parabolicos. Na esfera todos os pontos sao umbilicais. Note-
se que a condi¢ao de umbilicidade é k,, = kjs; em particular, um ponto plano também é umbilical
segundo a definicao usual.

3.4 Expressao extrinseca das curvaturas principais

Teorema 3.7 (Curvaturas principais e aplicacdo de Weingarten). As curvaturas principais sao
o0s valores proprios de W = A™'B, onde

(G5 ()

Além disso,
EN +GL —-2FM
2H = ——— " =W,
e
LN — M? det I
K = = = det W.
EG—F2  detl,

Em particular, as curvaturas principais, H e K sao invariantes por mudanc¢a de coordenadas.

Demonstragdo. Escrevamos

Ala, B)’
onde
A= Ea*+2Fap + GpB?, B = Lo +2Map + NG%

Num ponto critico da fungao direcional, temos

0aB — kn0aA =0, 03B — k 034 =0.
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Dividindo por 2, isto equivale a

a(L — knE)+ B(M — 5, F) =0,
a(M — kpF) + (N — k,G) = 0.

Para existir uma solugéo nao trivial («, 8), é necessario e suficiente que

L—k,EE M-k, F\
det (M—,%F N—mnG)O'

Desenvolvendo o determinante,

#2(EG — F?) — 5, (EN + GL — 2FM) + (LN — M?) = 0. |

As duas raizes sdo precisamente k,, € kp;. A soma e o produto das raizes fornecem as féormulas para

2H e K.
1 G -F\(L M
— A~ lp —
=4 B_EGFQ(F E>(M N)'

Por outro lado,
A equagdo anterior é exatamente a equagao caracteristica de W. Assim, as curvaturas principais sdo
os seus valores proprios. Sob uma mudanga de coordenadas, W transforma-se por semelhanca; os seus
valores proprios, trago e determinante permanecem invariantes. O

Como consequéncia do teorema de Weingarten,

{Vu, vy} € linearmente dependente <= K =detW =0.
Nota 3.8 (Movimentos rigidos). A curvatura de Gauss é invariante por qualquer movimento
rigido de R3. Para a curvatura média é necessario fixar coerentemente a orientacio da normal:

sob uma isometria que preserva a orientagao escolhida da normal, H é preservada; se a normal
for substituida por —v, entdo H muda de sinal, enquanto K permanece inalterada.

3.5 O aplicagao de Weingarten e as direcoes principais
Recordemos que o aplicacao de Weingarten W : 1},S — T},S satisfaz
dv = —W dp.

Se X =x2%g, e Y =y%g,, entao
L(X,)Y)=L(WX,Y).

Consequentemente,
gWX,Y)=g(X,WY),

isto é, W é auto-adjunto relativamente & métrica induzida.
Equivalentemente, se v é uma curva com 7/(0) = X, a derivada direcional do campo normal satisfaz

d
Dxv = —v(y(t)) =-WX,
dt t=0

e a segunda forma fundamental pode escrever-se como

L(X,Y) = g(=Dxv,Y) = g(WX,Y).
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Pelo teorema espectral, existe em cada ponto uma base ortonormal de diregoes principais na qual

km 0
W<O KM)'

Nas coordenadas correspondentes, F = M =0 e
L
E )

ap6s a ordenacao adequada das duas diregoes.

[{jm: K’M:

7

Ql=

3.6 Linhas de curvatura

Definigao 3.9 (Linha de curvatura). Uma curva regular v C S é uma linha de curvatura se, em
cada ponto, o seu vetor tangente é uma dire¢ao principal.

Lema 3.10 (Olinde Rodrigues). Uma curva reqular v é uma linha de curvatura se e somente se

onde k €, ao longo da curva, a curvatura principal associada a direcdo 7.

Demonstragao. Se (u’,v’) é uma dire¢ao principal associada ao valor proprio k, entdo, pela formula de

Weingarten,
u’ u’ u
v =) (1) =t g (1) = ~ta | 00) (1) = k.

A reciproca segue da mesma identidade, pois dp tem posto 2. O

A equacao diferencial das linhas principais obtém-se de
() =+ ()
v v

(-FL+ EM)(v)*+ (=GL + EN)u'v' — (GM — FN)(v')? = 0,

Eliminando k, resulta

ou, de forma determinantal,

(,Ul)2 —u'v' (u/)2
det | E F

G =0.
L M N

3.7 Alguns casos particulares

Lema 3.11. Uma superficie regular compacta admite pelo menos um ponto elitico.

Demonstra¢ao. Como S é compacta, esta contida numa bola fechada. Considere-se uma bola de raio
minimo R que contém S e um ponto de contacto p entre a esfera limite e S. Comparando localmente
as seccoes normais de S com as da esfera suporte, obtém-se, para uma escolha adequada da orientagao,
duas curvaturas principais do mesmo sinal e ndo nulas. Logo K (p) > 0. O



40 CAPITULO 3. GEOMETRIA INTRINSECA DAS SUPERFICIES

Lema 3.12 (Curvaturas principais iguais). Num ponto umbilical vale K = H? e W = kI. Se
KEm = Kym em todos os pontos de uma superficie conera, entao a superficie € localmente uma
por¢ao de um plano ou de uma esfera.

Demonstracao. As duas primeiras afirmagoes seguem imediatamente de k,, = kj; = k. Para a tltima,
nas diregoes principais a formula de Weingarten da

Vy = —RPu, Vy = —KPy-
Comutando as derivadas mistas de p e de v,
RyPv = KyPuy-

Como p,,p, sao linearmente independentes, x, = k, = 0; portanto x é constante. Se k = 0, entao
dv = 0 e a superficie é localmente plana. Se x # 0,

1
d(p—i—u) =0,
K

1 1
p+ —v = po, lp —poll = =,
K |#|

logo existe po € R? tal que

e a superficie esta4 contida numa esfera. O

Lema 3.13 (Curvaturas principais constantes e distintas). Se H e K sdo constantes e K # H?,
entao, localmente, a superficie € uma por¢ao de um cilindro circular.

Demonstracdo. Como H e K sdo constantes, as duas raizes de k2 — 2Hk + K = 0 sdo constantes e
distintas. Escolhamos coordenadas principais, de modo que

Vy = —K1Pu, Vy = —K2Pv, K1 7# Ka.
Comutando derivadas mistas de v,
—R1Puv = —R2Pyw,
logo pyy = 0 e, localmente,
p(u,v) = a(u) +b(v).

Como as coordenadas sdo principais, a’(u) - b'(v) = 0 para todos u,v. Se uma das curvaturas, por

exemplo k1, é nao nula, a diregao de b’ é constante; portanto b é uma reta. A outra familia de curvas
coordenadas é plana e tem curvatura constante |k1|, logo é um arco de circulo. Assim S é localmente
uma porg¢ao de um cilindro circular. O

3.8 Expressao explicita dos simbolos de Christoffel

Para preparar o Teorema Egregium, exprimimos primeiro a conexao apenas em termos da primeira
forma fundamental. Recordemos

E:gu'guv F:gu'gva G:gv'gv~

Das decomposigoes
Ougu = T119u + T3190 + Lgs,

augv = OyGu = F%qu + ]-—‘%291) + MgSa
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avgv = F%QQu + F§2gv + N937
e das derivadas de E, F, G, obtemos

1 1
5B = ET}, + FT?,, Fy— 5B, = FI'l, + G123,

1 1
§EU = ETl, + FT3,, 5Gu = FT, + GI',,
1 1 2 1 1 2
F, — iGu = El}, + FI'2,, §Gv = FTi, + GTI'3,.

Portanto, se

F=(Fil rh, r%Q)
Fll F12 F22 '

r_ 1 G -F E, E, 2F,—G,
a Q(EGfFQ) 7F E 2Fu *Ev Gu Gv '

Esta formula torna explicito que os simbolos I‘lﬁ da conexao de Levi-Civita sdo determinados por
E F G e pelas suas primeiras derivadas.

entao

3.9 Teorema Egregium de Gauss

Chegamos agora ao resultado que marca a passagem decisiva da geometria extrinseca para a geometria
intrinseca.

Teorema 3.14 (Teorema Egregium de Gauss). A curvatura de Gauss

_detl, LN —M?

~detl; EG - F?

depende apenas de E, F,G e das suas derivadas tangenciais. Em particular, K é uma quantidade
intrinseca: duas superficies isométricas tém a mesma curvatura de Gauss nos pontos correspon-
dentes.

Nota 3.15. A curvatura média depende, em geral, da realizagdo extrinseca. O plano e o cilin-
dro circular sao localmente isométricos e tém ambos K = 0, mas possuem curvaturas médias
diferentes.

Demonstracao. Ja exprimimos todas as componentes tangenciais FZ 5 @ B,v € {1,2}, em termos de
E, F,G e das suas derivadas. Restam os coeficientes normais

L=T%, M=T3%,,  N=T5,.

Como
LN — M?

 EG-F?’
basta mostrar que LN — M? também se exprime apenas por dados métricos.
Consideremos 0y Gy - g»- Por um lado,

K

auvgu cGv = av (8ugu . gv) - augu : avgzw
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Ora,
OuGu - go = Fu — %Em
e
OuGu + Ougy = 1“32% + T3, (Fu - %) + LN.
Logo
OuvGu * Go = Oy (Fu - %E) - F§2% -T2, (Fu — %) — LN. (1)

Por outro lado, usando 0yygy = Ovuu,

avugu CGv = 8u (avgu . gv) - avgu . augv-

Como

1
avgu v = iGu
e Oygu = Ougy, Obtemos
1
avugu “Gv = EGuu - Haugv||2

Decompondo 0,g, na base (g, v, V),

”augv”2 = gaﬂrtlxzrllg + sz

e portanto
1 «
avugu G = §Guu - gaﬁ]-—‘12]-—‘f2 - M2' (2)
Igualando (1) e (2), segue que
1 1 E E
LN — M? =9, (Fu - 5Ev) — 5 G — 5o — (Fu - 7“) 2y + GapDSls,.

Todos os termos do segundo membro dependem apenas de F, F,G e das suas derivadas, porque os
simbolos de Christoffel acabaram de ser expressos em funcao desses dados. Assim, LN —M? ¢é intrinseco
e, como EG — F? também o é,

LN — M?

EG — F?

depende apenas da primeira forma fundamental. Consequentemente, uma isometria preserva K. O

K =

O carater surpreendente do teorema reside precisamente aqui: K foi introduzida através do aplica-
¢ao normal e da segunda forma fundamental, mas a sua expressao final nao necessita do campo normal
nem da maneira como a superficie estd colocada em R3.

Notas histoéricas e bibliograficas

Nota bibliografica

A curvatura de Gauss nasce da teoria das superficies de C. F. Gauss. O ponto decisivo é o
Theorema FEgregium: embora K seja inicialmente introduzida através da aplicagdo de Gauss e
da segunda forma fundamental, ela é determinada inteiramente pela primeira forma fundamen-
tal. Esta descoberta estabelece a passagem conceptual da geometria extrinseca para a geometria
intrinseca.
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As curvaturas principais sao os valores proprios do operador de Weingarten; as diregoes proprias
correspondentes determinam as linhas de curvatura. A férmula de Olinde Rodrigues relaciona
diretamente a derivada da normal ao longo de uma linha principal com a respetiva curvatura prin-
cipal. Asequagoes de Gauss e de Codazzi—-Mainardi, introduzidas no capitulo anterior, reaparecem
aqui como instrumentos essenciais para ligar a curvatura extrinseca aos dados métricos.

O texto classico de Gauss é Disquisitiones generales circa superficies curvas, apresentado em 1827.
Para exposi¢coes modernas da curvatura das superficies e do Teorema Egregium, seguimos sobre-
tudo Umehara—Yamada; do Carmo e Béar constituem referéncias complementares particularmente
ateis.

Referéncias do capitulo

Nota bibliografica

C. F. Gauss, Disquisitiones generales circa superficies curvas, 1827; tradugao inglesa em General
Investigations of Curved Surfaces of 1827 and 1825, trad. J. C. Morehead e A. M. Hiltebeitel,
Princeton, 1902.

M. Umehara e K. Yamada, Differential Geometry of Curves and Surfaces, World Scientific, Sin-
gapore, 2017.

M. P. do Carmo, Differential Geometry of Curves and Surfaces, revised and updated 2nd ed.,
Dover, 2016.

C. Bér, Elementary Differential Geometry, Cambridge University Press, Cambridge, 2010.
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Capitulo 4

(Geodésicas e geometria global das
superficies

O Teorema Egregium mostrou que a curvatura de Gauss é determinada pela métrica. Prosseguimos
agora a exploragao das consequéncias desta propriedade. Primeiro retomamos o teorema de Gauss
sob a forma das equagoes de compatibilidade e deduzimos resultados globais de rigidez. Em seguida
regressamos as geodésicas, agora de um ponto de vista intrinseco e variacional, até as coordenadas
geodésicas e ao aplicagao exponencial.

4.1 Consequéncias e uma segunda demonstracao do Teorema
Egregium

Recordemos a parte tangencial das equacoes de Gauss. Uma das identidades de compatibilidade pode
escrever-se sob a forma

9ul1y — 8,1y + T Doy — Ty = LWS — MWL

O membro esquerdo depende apenas de F, F, G e das suas derivadas. Como
W 1 G -F L M
T EG-F2\-F E)\M N)’

L(GM -~ FN)—-M(GL—-FM) FLN—MQ — _FK

EG — F? N EG-F2 '

Assim, sempre que F' # 0, esta identidade fornece diretamente uma expressao de K em termos da
métrica. Nos pontos ou coordenadas em que F' = 0, usam-se as restantes componentes das equagoes
de Gauss. Esta é uma segunda maneira de ver o contetdo do Teorema Egregium: o tensor de curvatura
da conexao determinada pela métrica contém a curvatura de Gauss.

No caso ortogonal, F' = 0, obtém-se em particular

temos

LWL — MW =

=5 [ (70) + (755
2VEG | "\VEG “\VEG/|’
Esta formula torna especialmente visivel o carater intrinseco de K.

Se, além disso, as coordenadas sao principais, F = M = 0, as equagoes de Codazzi—-Mainardi
escrevem-se

Ev u
8UL:7(/<;1+/<;2):HEU, &LN: %(51+H2):HGu.

Estas relacoes serdo utilizadas no estudo da rigidez da esfera.

45
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4.2 Rigidez da esfera

Comecemos por um lema local nos pontos criticos das curvaturas principais. Escolhamos, num ponto
nao umbilical, coordenadas principais, de modo que F' = M =0, k1 = L/E e ko = N/G.

Lema 4.1. Num ponto critico simultdneo apropriado das curvaturas principais, ou K1 = Ko, 0Uu

(k2 — k1) EGK = —FE Oyyk1 + G Oyuka.
Demonstracao. Das equagoes de Codazzi—Mainardi,

E?) G'IL
0y(EKy1) = 7(141 + K2), 0u(Grz) = 7(/@1 + K2),

segue

E G
E&,m = 70(:‘{2 - Iil), Gau/ig = %(Hl - I€2).
Num ponto critico, se kK1 # kg, obtemos E, = G, = 0. Derivando uma vez mais no ponto,

2F 2G
Evv = aﬂ’vK/lv Guu E—— auu’il
Ko — K1 K2 — K1
Substituindo estas relagoes na férmula ortogonal para K e usando E, = G,, = 0, resulta a identidade
anunciada. 0O

Teorema 4.2 (Rigidez para curvatura de Gauss constante). Se S C R3 ¢ uma superficie regular,
conexa, compacta, sem bordo e com curvatura de Gauss constante, entdo S € uma esfera.

Demonstracao. Uma superficie regular compacta possui pelo menos um ponto elitico; como K é cons-
tante, segue que K > 0 em toda a superficie. Assim as duas curvaturas principais tém o mesmo sinal,
que fixamos positivo escolhendo a orientagao adequada.

Pela compacidade, x; atinge um minimo e k3 um maximo. Como K = k1ks é constante, podemos
escolher um ponto P em que estes extremos sao compativeis. No ponto P,

avvﬂl(P) Z 07 auuHQ(P) S 0.
O lema anterior implica entdo que x1(P) = k2(P). Para qualquer @ € S,
ko(P) = k2(Q) = k1(Q) = k1 (P) = K2(P),

logo k1(Q) = k2(Q) para todo (). Todos os pontos sdo, portanto, umbilicais. Pelo resultado do capitulo
anterior, uma superficie conexa totalmente umbilical é uma por¢ao de plano ou de esfera; como K > 0,
é uma porgao de esfera. A compacidade e a auséncia de bordo implicam que essa porgao é a esfera
inteira. =

Corolario 4.3. Se S € regqular, conexa, compacta e sem bordo, com K > 0 e H constante, entao
S € uma esfera.

Demonstra¢iao. Como H = (k1 + k2)/2 é constante, uma curvatura principal é fungdo decrescente da
outra. O mesmo argumento de maximo e minimo aplica-se e forga k1 = k2 em toda a superficie. [J

Teorema 4.4 (Rigidez isométrica da esfera). Se ¥ C R3 é uma superficie reqular, coneza e
compacta, isométrica a uma esfera, entao > € uma esfera.
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Demonstracao. Pelo Teorema Egregium, uma isometria preserva a curvatura de Gauss. Logo ¥ tem a
mesma curvatura de Gauss constante e positiva da esfera. A isometria preserva também as propriedades
topologicas relevantes, e o teorema anterior conclui que ¥ é uma esfera. O

Nota 4.5. A palavra rigidez tem uma interpretagdo mecénica natural: uma casca esférica ideal-
mente flexivel mas inextensivel s6 pode deformar-se por isometrias; o resultado anterior afirma
que, dentro desta classe e sob as hipoteses indicadas, nao existe uma deformacao isométrica que
transforme a esfera numa superficie de forma diferente.

4.3 Equacoes intrinsecas das geodésicas
Ja obtivemos as equagoes locais das geodésicas
W7 + I gi™i” = 0.

Como os simbolos de Christoffel sao determinados por F, F, G, podemos escrevé-las inteiramente em
termos da métrica. Multiplicando pelo tensor métrico, obtemos

d 1
- (Bt Fo) = 5 (Bt + 2, + Gyi?)
d, o1 . 2

a(Fu—i—Gv) =3 (Evu + 2F, a0 + G0 )

Estas equagoes mostram novamente que a nocao de geodésica depende apenas da primeira forma
fundamental.

Lema 4.6. Toda superficie regular € localmente o grdfico de uma fungao sobre o seu plano
tangente.

Demonstracdo. Seja p : A C R? — S uma parametrizacio regular e P = p(0,0). Depois de uma
translacao e rotagao, podemos supor que P =0 e que TpS ¢é o plano (z,y). A projecao ortogonal de
p(u,v) sobre TpS tem diferencial invertivel em (0, 0), pois Dp tem posto dois e a imagem de Dp(0, 0)
é precisamente TpS. Pelo teorema da fung@o inversa, esta projegdo é localmente invertivel. Assim,
numa vizinhanca de P,

S ={(z,y, f(z,9))},
com £(0,0) =0 e V£(0,0) = 0. 0

Corolario 4.7 (Existéncia e unicidade local de geodésicas). Para cada P € S e cada v € TpS,
existe uma unica geodésica local v tal que

Demonstracdo. Em coordenadas locais, a equagao geodésica é um sistema de equagoes diferenciais
ordinarias de segunda ordem com coeficientes suaves. O teorema de existéncia e unicidade para EDOs
fornece uma tnica solugdo para os dados iniciais (w(0),w(0)). No ponto P podemos escolher coorde-
nadas cartesianas no plano tangente, para as quais E(P) = G(P) =1e F(P) = 0. O
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4.4 Geodésicas e o problema variacional

Consideremos uma curva z : [a,b] — S com extremos fixos. O seu comprimento é

b
E(:U):/ L(z,z)dt, L(x, &) = \/ gap(x)z>Eh.

E conveniente introduzir também a energia

1

b
Ew) = / g ()33 dt.

Para parametrizagoes de velocidade constante, os pontos criticos dos dois funcionais correspondem-se.
As equagoes de Euler—Lagrange para o integrando quadratico

Lo(x,%) = gup (x)j:"‘iﬂ
Sa0

ey d .
0= 0ygapi"d” = — (2g,53")

Desenvolvendo a derivada e multiplicando por ¢*7/2, obtemos

. 1, o
7+ 59 7 (806975 + 859047 - aygaﬂ) SUO(.'L'B =0.

Pela formula de Levi-Civita,

i 4 T2 = 0.

Portanto as geodésicas sao precisamente os pontos criticos da energia, e, quando parametrizadas pro-
porcionalmente ao comprimento de arco, também do comprimento.

Teorema 4.8 (Minimizagao local). Todo segmento geodésico suficientemente curto minimiza o
comprimento entre os seus extremos. Numa vizinhan¢a normal suficientemente pequena de P,
cada ponto Q € ligado a P por wma unica geodésica minimizante.

Nota 4.9. A qualificagao local é essencial. Uma geodésica pode deixar de minimizar depois de ser
prolongada. Na esfera, por exemplo, um arco de circulo maximo que ultrapassa o ponto antipoda
continua a ser geodésico, mas ja nao é o caminho mais curto entre os seus extremos.

4.5 Vizinhancas e coordenadas geodésicas

Fixemos P € S e uma base ortonormada (e1,ez) de TpS. Para @ suficientemente proximo de P,
escrevemos (r,6), onde r é a distancia geodésica de P a @ e 6 é o angulo da velocidade inicial da
geodésica radial com e;. Assim obtemos coordenadas polares geodésicas

p=np(r,0).

Os vetores coordenados sao
gr = Orp, go = Oap.

Como r + p(r,0) é uma geodésica parametrizada pelo comprimento de arco,

E=g.-g9-=1
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Além disso, as geodésicas radiais sdo ortogonais as curvas r = const., de modo que F' = g, - g9 = 0.
Escrevendo
G =4gs 99 = h2(7",9),

obtemos a forma fundamental geodésica

ds® = dr + 1 (r, 6)d6".|

; S geodésicas radiais
i ‘ ; 0 = const.

Figura 4.1: Coordenadas polares geodésicas centradas em P. As curvas § = const. sdo geodésicas
radiais e 7 = p é um circulo geodésico.

Lema 4.10 (Forma da métrica em coordenadas polares geodésicas). Vale
h(0,0) =0, 0r-h(0,0) = 1.

Mais precisamente,

lim h(r,0) =0, lim

r—0+t r—0t T

Demonstracdo. A primeira relagdo exprime o facto de todas as diregoes 6 representarem o mesmo
ponto P quando r = 0. Para a segunda, projetemos @ = p(r,0) no plano tangente em P. Como
a superficie é localmente um grafico com V f(P) = 0, a métrica coincide com a métrica euclidiana
na primeira ordem. O jacobiano da passagem das coordenadas cartesianas do plano tangente para
coordenadas polares contribui com um fator r; portanto

h(r,8) :r\/Eé—ﬁQ,
onde E—1,G—1e F — 0 quando r — 0. Daf h/r — 1. O

Para a métrica
ds® = dr? + h*de?,
os simbolos de Christoffel potencialmente nao nulos sao
h h
0 0 0 0
gﬁz_hhrv Frezrer:f» FGOZ F
Em coordenadas normais cartesianas centradas em P, a métrica satisfaz

9ij(P) = dij, Iy (P) =0.

Assim, a geometria é euclidiana no ponto até primeira ordem; a curvatura aparece nas ordens seguintes.
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4.6 Aplicacao exponencial
Para v € TpS suficientemente pequeno, seja 7, a geodésica determinada por
v,(0) = P, 4, (0) = .

Depois de restringir a um vizinho de 0 € TpS em que a solugao esta definida até t = 1, define-se o
aplicacao exponencial

[expp(v) = (1), |

Em particular,
expp(0) = P.

Existe um aberto V' C TpS contendo 0 tal que, depois de eventualmente o reduzir,
expp:V —UpCS
é um difeomorfismo. A aplicacao inversa fornece coordenadas normais em Up. Se
v =r(cosfe; +sinfbey),

entdo (r,#) sdo as coordenadas polares geodésicas correspondentes.

Nota 4.11. O dominio local de expp é um aberto de TpS em torno de 0, e ndo a circunferéncia
unitéria S'. A circunferéncia S' C TpS parametriza apenas as direcdes iniciais; o médulo r
determina a distancia percorrida ao longo da geodésica.

4.7 Interpretagoes da curvatura de Gauss

As coordenadas geodésicas permitem dar uma interpretacao particularmente simples da curvatura de
Gauss. Recordemos que, numa vizinhanga geodésica de P,

ds* = dr® + h*(r,0) do?, h(0,6) = 0, h,(0,0) = 1.

A formula intrinseca da curvatura reduz-se entao a

(4.1)

Assim, a func@o h, que mede a componente angular da métrica, contém diretamente a informagcao
sobre a curvatura.

4.7.1 Curvatura e afastamento das geodésicas

A equacio (4.1) pode ser escrita
hyr + Kh = 0.

Se K é constante, as condigoes iniciais h(0) = 0 e h,.(0) =1 dao

1
——sin(vKr), K >0,
VE VKD

h(?") = T, K = 0,

1
ﬁ Sinh(\/ -K T)7 K < 0.



4.7. INTERPRETACOES DA CURVATURA DE GAUSS 51

Fixemos duas geodésicas radiais = 61 e § = 0. O arco do circulo geodésico r = p compreendido

entre elas tem comprimento
02

L(p) = ; h(p,0)df.

Deste modo, h mede infinitesimalmente o afastamento entre geodésicas que partem de P. Para K < 0,
a solugao hiperbolica cresce mais rapidamente que no plano; para K > 0, a solugdo trigonométrica
exprime a tendéncia de geodésicas inicialmente divergentes voltarem a aproximar-se.

h(r)
K <0 K=0

>0

r

Figura 4.2: A fungao h mede o afastamento transversal de geodésicas radiais. As trés curvas satisfazem
h(0) = 0 e h(0) = 1, tendo portanto a mesma tangente em r = 0. Curvatura positiva tende a
reconduzir as geodésicas; curvatura negativa aumenta a divergéncia relativamente ao caso plano.

4.7.2 Planicidade local, isometrias e teorema de Minding
Lema 4.12. Uma superficie € localmente isométrica ao plano euclidiano se e somente se K = 0.
Demonstra¢do. Se a métrica é localmente euclidiana, o Teorema Egregium implica imediatamente

K = 0. Reciprocamente, se K = 0, entao (4.1) d& h,, = 0. Das condigoes h(0,6) =0 e h,-(0,0) =1
resulta

h(r,0) =r.
Logo
ds® = dr® 4 r?d6?.
Introduzindo
xr =r1cosb, Yy = rsind,
obtemos
dz? + dy? = dr? + r2de? = ds?,
o que fornece a isometria local pretendida. O

Se f:51 — Sy é suave, dizemos que f é uma isometria local quando
LN X,Y)p = I (df, X, df,Y ) )

para todos X,Y € T,,5;1. Se, além disso, f ¢é bijetiva, obtém-se uma isometria global.

Teorema 4.13 (Minding). Duas superficies com a mesma curvatura de Gauss constante $ao
localmente isométricas.
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Demonstracao. Se K é constante, em coordenadas polares geodésicas centradas em pontos arbitrarios
das duas superficies, a fungao h satisfaz em ambos os casos o mesmo problema de Cauchy

hor + Kh =0,  h(0,6)=0,  h(0,0) =1.

A unicidade da solucao fornece a mesma expressao para h nas duas superficies. Portanto as duas
métricas tém localmente a mesma forma

ds® = dr? + h?(r)de?,
e a identificagdo das coordenadas (r,6) define uma isometria local. O
Em particular, plano, cilindro e cone, fora do vértice deste ultimo, sao localmente indistinguiveis do
ponto de vista métrico: todos tém K = 0. Em contrapartida, uma regiao da esfera de raio R nao pode

ser representada isometricamente num plano, pois a esfera tem K = R~2 e o plano tem K = 0. Esta é
a obstrucao geométrica fundamental & existéncia de aplicagoes cartograficos perfeitamente isométricos.

4.7.3 Comprimento e area dos pequenos circulos geodésicos

Se C). é o circulo geodésico de raio r centrado em P, o seu comprimento é

L(r):/0 ﬂh(r,@)dﬁ,

e a area do disco geodésico D, é

A = [ L)do

Teorema 4.14 (Interpretagio geométrica de K). No ponto P,

3 2mr — L
K(P)= lim 3 2T —L()
r—0t m T
€
12 mr2 — A
K(P) = lim — (r)
r—0+t T T

Demonstracao. Pela primeira féormula, usando duas vezes a regra de I’Hopital e as condigoes iniciais
de h,

2mr — L 1 [ -
lim %u: lim —/ Md&
r—0+ T r3 r—0+ 21 Jo T
[P h(r,0
—gim = [ k)0 g
r—0+ 27 Jg r
= K(P),
pois h(r,8)/r — 1 e K(r,0) — K(P). A formula para a area segue de A'(r) = L(r), aplicando
novamente I’Hopital. O
Quando K é constante, derivando h,, = —Kh em r = 0 obtemos

h(O) =0, hr(o) =1, hrr(o) =0, hrrr(o) =K.
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Portanto K
h(r) = r = Gt +o(r?),

e consequentemente
K K
L(r) =2ar — %r?’ +o(r?), A(r) = mr? — 7;—21"4 + o(r%).

A curvatura de Gauss mede assim, na primeira ordem nao euclidiana, o defeito de comprimento e de
area dos pequenos circulos e discos geodésicos.

Notas histoéricas e bibliograficas

Nota bibliografica

A teoria das geodésicas esté ja profundamente presente nas investigagoes de Gauss sobre superficies
curvas. A introdugao de coordenadas adaptadas as geodésicas permite tornar localmente euclidiana
a métrica num ponto e constitui uma das portas de entrada para a geometria riemanniana abstrata.
A rigidez da esfera ilustra a passagem de informacgao local para conclusoes globais. O Teorema
Egregium fornece o ingrediente intrinseco essencial: uma deformacdo isométrica preserva K. As
propriedades variacionais das geodésicas ligam, por sua vez, a geometria diferencial ao calculo das
variagoes: a equagao geodésica é a equacao de Euler-Lagrange da energia, e segmentos geodésicos
suficientemente curtos realizam a distancia.

O aplicacao exponencial organiza estas geodésicas a partir de um ponto e prepara diretamente
a definicao de coordenadas normais em variedades riemannianas. Para estes temas, Umehara—
Yamada, do Carmo e Béar oferecem tratamentos complementares, do ponto de vista classico das
superficies e da transigdo para a geometria riemanniana.

Referéncias do capitulo
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C. F. Gauss, Disquisitiones generales circa superficies curvas, 1827; tradugao inglesa em General
Investigations of Curved Surfaces of 1827 and 1825, trad. J. C. Morehead e A. M. Hiltebeitel,
Princeton, 1902.

M. Umehara e K. Yamada, Differential Geometry of Curves and Surfaces, World Scientific, Sin-
gapore, 2017.

M. P. do Carmo, Differential Geometry of Curves and Surfaces, revised and updated 2nd ed.,
Dover, 2016.
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Capitulo 5

Teoremas de Gauss—Bonnet

O Teorema Egregium mostrou que a curvatura de Gauss é intrinseca. Os teoremas de Gauss—Bonnet
vao mais longe: relacionam a integral de K sobre uma regiao com o comportamento da sua fronteira
e, globalmente, com a topologia da superficie. A passagem serd feita em trés etapas: triAngulos
geodésicos, poligonos curvilineos e superficies compactas trianguladas.

5.1 Gauss—Bonnet para tridngulos geodésicos

Trabalhemos numa vizinhanga geodésica de um ponto P, com

ds* = dr® + h?(r,0)d6>.

Se s = (s) = p(r(s),0(s)) é uma geodésica parametrizada por comprimento de arco, seja ¢(s) o
angulo orientado entre 7'(s) e a geodésica radial r — p(r, 6(s)).

We’ (s)

= p(r,0)
P

Figura 5.1: Angulo ¢ entre a tangente & geodésica ~ e a direcio geodésica radial em Q.

Lema 5.1. Ao longo de v,

Demonstracao. Os vetores

1
€r = Pr, €y = EPQ
formam uma base ortonormada. Assim,
sin ¢
7' = cosppr+ —=po,

95
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e, comparando com ' = r'p,. + 0'py,

sin ¢
h

r’ = cos p, 0 =
A primeira equacao geodésica, usando I'p, = —hh,, é
" — hh(0")? = 0.
Substituindo as relagoes anteriores,

sin? o

—sinp g’ — hhrT =0,

isto é,
—sing (¢’ +60'h,) = 0.

Se sin ¢ # 0, segue imediatamente a tese. Se sin ¢ se anula num intervalo, entao ¢ e 6 sao constantes
nesse intervalo. Nos pontos isolados onde sin ¢ = 0, a identidade segue por continuidade. O

C

dordenadas polares
centradas em A

Figura 5.2: Triangulo geodésico ABC'. Os lados sao segmentos de geodésicas; a demonstragdo usa
coordenadas polares geodésicas centradas em A.

Teorema 5.2 (Gauss—Bonnet para um tridngulo geodésico). Se AABC é um tridngulo cujos
lados sao segmentos geodésicos e cujos dngulos interiores sao A, B,C, entao

A+B+C:7r+/ KdS.
AABC

Demonstra¢ao. Comecemos pelo caso em que AABC esta contido numa vizinhanga geodésica centrada
em A. Escolhemos as coordenadas de modo que

B = (rg,0), C=(rc,A).
Os lados AB e AC sao geodésicas radiais. Parametrizemos BC por comprimento de arco,

(s) = p(r(s), 0(s))-

A funcdo 6 é estritamente mondtona em BC. Com efeito, se 6'(sg) = 0, entdo BC seria tangente,
no ponto R = (sp), & geodésica radial § = 0(sg). Pela unicidade local da geodésica com posicao e
velocidade prescritas, as duas geodésicas coincidiriam, o que obrigaria A € BC, contradi¢ao. Como 6
varia de 0 a A, podemos escrever

BC: 0+ p(7(6),0), 0<0<A,
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AABC ={(r,0) :0< 0 <A, 0<r<7(0)}.
Usando K = —h,./h e dS = hdrdf,

A7)
/ KdS = —/ / hpr (1, 0) dr df
AABC o Jo

A
:/O (1 — hy (7(0),0)) db.

Pelo Lema 5.1, ao longo de BC,

pelo que
/ KdS=A+¢(C)— p(B).

AABC
Pela geometria dos angulos nos vértices,

B:F_SD(B>7 C:@(C)
Logo

/ KdS=A+B+C—m.

AABC

Se o tridngulo nao estiver contido numa tnica vizinhanga geodésica, subdivide-se em tridngulos su-
ficientemente pequenos. Somando as férmulas locais, os Angulos interiores introduzidos pela subdivisao
cancelam-se da maneira habitual, ficando exatamente a mesma identidade para AABC. O

5.2 Curvatura geodésica e poligonos curvilineos

Seja v uma curva unitaria orientada numa superficie orientada, com normal unitaria v. Define-se a
curvatura geodésica assinada por

"ig:'yﬂ'(yx'yl)"

A aceleragao de uma curva unitaria decompoe-se nas componentes normal e tangencial & superficie;
assim, kg = 0 para uma geodésica.

Se {e1,ea} é uma base ortonormada movel ao longo da curva e 9 é o angulo de 7/ relativamente a
e1, a variagao da direcao tangente contém duas contribuigoes: a rotagao da curva relativamente a base
e a rotagao da propria base. Na notacgao acima,

e1-eh =1 — Ky.
Por outro lado, para uma base ortonormada definida numa carta,
8uel . 8v€2 — 8,)61 . aueg = K\ EG — 2,

Estas duas identidades fazem a ponte entre o teorema das tangentes girantes do Capitulo 1 e a curvatura
da superficie.

Teorema 5.3 (Gauss—Bonnet para um poligono curvilineo). Seja D uma regigo topoldgica de
disco cuja fronteira, orientada positivamente, € uma curva simples, fechada e reqular por partes,
formada por arcos requlares v1,...,yn. Se Ai,...,Ax sdo os dngulos interiores nos vértices,
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entao

N N
ZAi:(N_2)7T+/KdS+Z/ kg ds.
i=1 D i=1"7i

Equivalentemente, se ¢; = m — A; sao os dngulos exteriores orientados,

N
KdS+/ Kgds + g; = 2m.
fras [ rodst Y

i=1

Demonstragao. Escolhamos numa vizinhanga contendo D uma base ortonormada movel {e1, e2} e seja
¥ o angulo entre a tangente e e; em cada arco regular. Pelo teorema generalizado das tangentes

girantes,
N N

2r— Y & = Z/ 9’ (s) ds.

i=1 i=1 "%
Como
/ /
¥ =kg+er e,

27T—Z€Z‘:Z/‘I€gd5+\/é;[)€1'd€2.

Escrevendo a ultima integral em coordenadas,

/ e1 - dey = / (e1 - Oye2) du + (eq - Oyea) dv.
oD aD

temos

Pelo teorema de Green,

/ er - d€2 = / [8u(61 . 81,62) — av(el . 8u62)] du dv
oD D
= / (Ouer - Opea — Oyeq - Oyea) du dv
D

:/K\/EG—deudv:/KdS.
D D

Portanto
20 -3 e=Y [ wyds+ [ Kas
i i Y D

Como ¢; = m — A;, obtemos a primeira forma da férmula. O

Para N = 3 e lados geodésicos, xy = 0 em cada lado e recupera-se o Teorema 5.2.

5.3 Gauss—Bonnet global

Para passar da férmula local & global, utilizamos uma triangulagao. Uma triangulagao de um compacto
D C S é uma decomposicao finita em tridngulos curvilineos tais que dois tridngulos distintos sao disjun-
tos ou se intersectam apenas numa aresta comum ou num vértice comum. Escolhendo a triangulagao
suficientemente fina, cada tridngulo pode ser tomado dentro de uma vizinhanca geodésica.

Se V, A e T denotam, respetivamente, o nimero de vértices, arestas e tridngulos, define-se a
caracteristica de Euler

(X(D)=V - A+T.
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Figura 5.3: Triangulagdo de uma regido compacta da superficie. A soma das formulas locais de Gauss—
Bonnet faz cancelar as contribuicdes das arestas interiores e deixa aparecer V. — A+ T.

Teorema 5.4 (Gauss—Bonnet global). Seja D uma regiao compacta de uma superficie orientada,
com fronteira suave, ou sem fronteira. Entao

/ KdS —|—/ kg ds = 2mx(D).
D oD

Quando 0D = &, o sequndo termo € nulo.

Demonstra¢do. Seja uma triangulagdo de D por T tridngulos. Aplicando o Teorema 5.3 a cada trian-
gulo Aj,

/ KdS+/ HgdSZ(Aj—f—Bj—‘er)—ﬂ'.
Aj A

Somemos sobre todos os tridngulos.
Como os interiores sdo disjuntos,

T
Z/ de:/ K dS.

Cada aresta interior é percorrida duas vezes com orientacoes opostas; as respetivas integrais de curva-
tura geodésica cancelam-se. Restam apenas as arestas da fronteira, de modo que

T
Z/ /{gdSZ/ Kgds.
1704, oD

Sejam my e ng os nimeros de vértices interiores e de fronteira. Em cada vértice interior, a soma
dos angulos incidentes é 27; num vértice da triangulacgao situado numa fronteira suave, é 7. Assim,

T
Z<AJ -I-B] +Cj) = 27TTL1 +7T712.

j=1
Se Iy e I3 sdo os numeros de arestas interiores e de fronteira, entao
A=11+1, 3T =2l + s, ng = I, V =nq + ns.
Logo
2mny + mng — 71 = 2n(ny + ng) — g — w1

=27V —n(3T — 2l;) — =T

=27V —2n(ly + l2) + 27T

=2n(V-A+T).
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Isto prova a féormula. O

Corolario 5.5. Para uma superficie fechada, x(S) nao depende da triangulagdo escolhida.

Demonstracao. Pelo teorema global,
2mx(S) = / K dS,
s

e o membro direito nao depende da triangulacao. O

5.4 Consequéncias topolégicas
O teorema anterior transforma uma integral de uma quantidade geométrica local numa quantidade
topologica discreta. Se uma superficie fechada é deformada por um difeomorfismo, uma triangulagao

é transportada para uma triangulagao com os mesmos numeros V, A, T; portanto a caracteristica de
Euler permanece inalterada.

5.4.1 Soma conexa e género

retirar um disco retirar um disco

colar os bordos
(identificar)

S1 # 52

Figura 5.4: Soma conexa de duas superficies. Retira-se um disco de cada superficie e identificam-se os
dois circulos de bordo. O resultado mostrado é uma superficie de género 2, S1#55.

Se Sp e Sy sao superficies compactas e conexas, retira-se de cada uma um disco aberto e identificam-
se as duas circunferéncias de bordo por um difeomorfismo. A superficie obtida chama-se soma coneza
e denota-se

S1#5s.

Para superficies orientaveis fechadas, o género g conta o nimero de “alcas”: a esfera tem género 0, o
toro género 1, e a soma conexa de g toros tem género g.

A classificagdo topologica das superficies compactas conexas afirma que toda superficie fechada
conexa é homeomorfa ou a uma soma conexa de toros, no caso orientéavel, ou a uma soma conexa de
planos projetivos, no caso nao orientavel. No presente curso utilizaremos sobretudo o caso orientavel.

5.4.2 Caracteristica de Euler das superficies orientaveis

Uma triangulagao do toro da
X(T?%) =0.
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Mais geralmente, a soma conexa satisfaz
X(S1#52) = x(51) + x(52) — 2.
Como x(5%) =2 e x(T?) = 0, obtemos por indugio:

Teorema 5.6 (Gauss—Bonnet topologico). Se S é uma superficie orientdvel, fechada e conexa
de género g, entdo

x(S)=2-2g

e, consequentemente,

/KdS:47r(l—g).
S

Demonstragao. Para g = 0, S é homeomorfa a esfera e x(S) = 2. Para g = 1, uma triangulagdo do
toro fornece x(7?) = 0 = 2 — 2. Suponhamos agora

x(Tg) =2 —2g.
Como Tyy1 = Ty#T?,
X(Ty11) = x(Ty) + x(T?) =2 =(2-29) + 0 -2 =2 -2(g + 1).

A férmula integral segue imediatamente de Gauss—Bonnet global para uma superficie sem bordo:

/ K dS =2nx(S) =4r(1 —g).
S

O

Assim, uma esfera tem curvatura total 4w, enquanto qualquer toro tem curvatura total nula. Para
género g > 2, a curvatura total é negativa, independentemente da forma concreta como a superficie
esteja mergulhada em R3.

Notas historicas e bibliograficas

Nota bibliografica

A formula de Gauss—Bonnet constitui um dos primeiros exemplos fundamentais de uma relagao
entre geometria local e topologia global. A contribui¢do de Gauss aparece inicialmente na geo-
metria dos tridngulos geodésicos e na interpretagao intrinseca da curvatura; a extensao a regioes
mais gerais é tradicionalmente associada a Bonnet. Na forma global, a integral da curvatura de
Gauss deixa de depender dos detalhes métricos e é determinada pela caracteristica de Euler.

O resultado explica também por que a caracteristica de Euler, introduzida combinatoriamente por
meio de uma triangulagao, é na realidade um invariante da superficie. Para superficies orientaveis
fechadas, a classificacao topologica reduz este invariante ao género pela formula x = 2 — 2g.
Para o tratamento classico por superficies em R®, as referéncias principais deste capitulo sdo
Umehara—Yamada e do Carmo. Bér fornece uma apresentagdo que prepara naturalmente a pas-
sagem a geometria riemanniana, enquanto Berger coloca Gauss—Bonnet num contexto geométrico
mais amplo.

Referéncias do capitulo
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Capitulo 6

Derivacao covariante e transporte
paralelo

A derivada ordinaria de um campo vetorial definido sobre uma superficie nao é, em geral, tangente a
superficie. A ideia fundamental deste capitulo consiste em conservar apenas a componente tangencial
dessa variagao. Esta operagao conduz & derivada covariante; por sua vez, a condicao de derivada
covariante nula conduz ao transporte paralelo. Assim se encerra a geometria intrinseca das superficies
em R3 e se prepara a passagem, na Parte B, a formulacdo abstrata em variedades diferenciaveis.

6.1 Campos vetoriais e derivada covariante
Seja U C S um aberto de uma superficie regular e seja

p= p(U,U)

uma parametrizacao local. Um campo vetorial tangente em U é uma aplicacao que associa a cada
ponto p € U um vetor w(p) € T,S. Na base coordenada g, = pu, g = Py, €screve-se

w=w"gy +w’gy.

O campo é diferenciavel quando as suas componentes w*, w? sdo diferenciaveis.
Fixemos p € S e y € T,,S. Escolha-se uma curva diferenciével « na superficie tal que
P

a(O) =bp a(O) =Y,
e considere-se o campo ao longo da curva
w(t) = wla(t)).

A derivada ordinéaria R

dw

—(0)

dt
é um vetor de ]R3, mas nao é necessariamente tangente a S. Denotando por v a normal unitaria a
superficie, definimos a derivada covariante de w em p na direcao y como a projegao ortogonal dessa
derivada sobre T),S:

Dyw(p) = %(0) - (Cgf(o) : y) v.

Em particular,
Dyw(p) € T,S.

63
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Esta propriedade sera essencial na generalizagao posterior: derivar covariantemente um campo tangente
deve produzir novamente um vetor tangente.
Para w fixado, a aplicacdo y — D,w(p) é linear. E por isso natural escrever simbolicamente

Dyw = (y - Vr)w,

onde V! designa a diferenciacio covariante associada aos simbolos de Christoffel da métrica induzida.

6.2 Expressao em coordenadas

Escrevamos

Derivando em R?,

do .
P W' gy + W' gy
+ w" (Puntt + puv®) + W° (ot + Puu?d).

A componente tangencial das derivadas da base é descrita pelos simbolos de Christoffel:
2
-
(pyr) = Z ng—gﬁ'
B=1

Consequentemente,

2
Dyw = Z
B=1

2
W’ + > wvrljgf] 95,

v,7=1

onde (z!,2?) = (u,v).
Como

2
W= 0Py, i =y,
T=1

obtemos

2 2
Dyw = Z (&wﬂ + ZI‘,‘?ﬂu”) Yy gs.

7,8=1 y=1

Definimos, portanto,

2
V,ljwﬂ = w*B;T = 0w’ + Z F?/Tw”.
y=1

A expressao obtida depende apenas de y = &(0) e nao da curva particular escolhida para representar
esse vetor tangente.
Se ¢!, g? denotam a base dual relativamente ao produto escalar, isto &,

gﬂ *Ga = 5§7

entao a derivada covariante admite ainda uma forma particularmente simples.
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Lema 6.1 (Forma intrinseca da derivada covariante). Para 7,8 € {1,2},

Vi = 0w - gP.

Demonstragao. Como w =37 w7gs,

8Tw : 96 = a7' (Z uﬂg’y) ! gﬁ
= (0:w")(gy - 9°) + D w(9rgy - 6°)

5
=9,w’ + Zwvrﬁﬂ
¥
que é precisamente ngﬁ. O

6.3 Transporte paralelo

Seja v : I — S uma curva diferenciavel e w um campo vetorial tangente definido ao longo de ~.
Dizemos que w é transportado paralelamente ao longo de v quando

No plano euclidiano, em coordenadas cartesianas, os simbolos de Christoffel sao nulos; a condigao
anterior reduz-se entao a constancia das componentes do vetor. Numa superficie curva, ao contrério,
os planos tangentes variam ao longo do caminho.

Teorema 6.2 (Geodésicas e transporte paralelo). Uma curva regular v € uma geodésica se e
somente se a sua velocidade é transportada paralelamente ao longo da propria curva:

Demonstracdo. Escrevendo «(t) = p(xl(t),2%(t)), temos
y=> i’gs.
B
Aplicando a expressio coordenada da derivada covariante com w® = i,
Dy =Y (:‘éﬁ + ZFET:I'%T) g
B VT

Logo D4% = 0 equivale exatamente ao sistema das equagoes das geodésicas. O

O transporte paralelo preserva a geometria euclidiana nos planos tangentes.

Teorema 6.3 (Invariancia sob transporte paralelo). Se a e b sdo campos vetoriais transportados

paralelamente ao longo de -y, entdo a - b € constante. Em particular, as normas de a e b e o
angulo entre eles sao constantes ao longo da curva. Além disso, as derivadas ordindrias a e b
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sao normais a superficie.

Demonstragdo. Da defini¢do de transporte paralelo, a componente tangencial de @ e de b é nula;
portanto @ e b sdo normais a S. Como a e b sdo tangentes,

Assim,

d . :

ﬁ(a-b):a-b—l—wb:O.
Tomando a = b, obtém-se a invaridncia da norma; aplicando a identidade a dois campos unitérios,
obtém-se a invariancia do angulo. O

Esta invariancia refere-se ao produto interno durante o transporte. O resultado do transporte entre
dois pontos pode, contudo, depender do caminho: numa superficie curva, dois caminhos diferentes
podem produzir vetores finais diferentes. Em particular, o transporte ao longo de uma curva fechada
pode fazer regressar o vetor ao ponto inicial com uma dire¢ao diferente da direcao de partida. Esta
dependéncia do caminho antecipa a relacao entre transporte paralelo e curvatura.

Figura 6.1: Holonomia do transporte paralelo. Depois de percorrer o lago geodésico fechado ABC, o
vetor transportado paralelamente regressa ao ponto inicial A rodado de um angulo €.

6.4 Curvatura geodésica

Seja s — 7(s) uma curva parametrizada pelo comprimento de arco e seja w(s) um campo vetorial
tangente unitario ao longo de vy. Como
w' -w =0,

o vetor w’ pertence ao plano ortogonal a w. Podemos portanto escrever
w' =av+ Av X w).

A projecao tangencial é
Dyw = Av xw).
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O escalar A é o valor algébrico da derivada covariante do campo unitério w ao longo da curva.
No caso particular w = 7/, define-se a curvatura geodésica kg por

Doy = kg(v x4"). ‘

Assim, para uma curva unitaria,
v geodésica = K4 =0.

Esta definicao coincide com a utilizada no capitulo anterior na formula de Gauss—Bonnet.

Aplicagao: grandes circulos da esfera.

Numa geodésica unitaria, a aceleracao nao possui componente tangencial; portanto a curvatura da
curva é inteiramente normal & superficie. Num grande circulo de uma esfera, a normal principal da
curva aponta para o centro da esfera e coincide, a menos da orientagdo, com a normal da superficie.
Consequentemente, os grandes circulos s@o geodésicas da esfera.

6.5 Fibrado tangente e interpretagcao em termos de conexao

No espaco euclidiano, para comparar vetores aplicados em pontos diferentes, translada-se implicita-
mente cada vetor para uma origem comum. Uma base cartesiana fixa permite fazé-lo sem qualquer
ambiguidade. Numa superficie curva, porém, cada vetor tangente pertence a um plano diferente e esses
planos variam com o ponto. O transporte paralelo fornece uma regra para comparar vetores tangentes
ao longo de um caminho.

O conjunto de todos os planos tangentes organiza-se no fibrado tangente

7S = | J{p} x T,S.

peS

Um campo vetorial tangente é precisamente uma seccao deste fibrado: a cada p associa um elemento
de T,S.

Figura 6.2: O fibrado tangente retine os planos 7}, S sobre os pontos p € S. Uma sec¢ao escolhe um
vetor em cada fibra; uma conexdo permite comparar esses vetores ao longo de curvas.
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A derivada covariante pode entao ser interpretada como uma primeira manifestacdo da nocao de
conexdo: dados um campo w e uma direcao y € 1,5, a conexdo produz um novo vetor tangente

Vyw(p) € Tp,S.

No caso das superficies de R? estudadas até aqui, esta conexdio é a conexao de Levi-Civita da métrica
induzida e pode ser obtida projetando a derivada euclidiana sobre o plano tangente. A formulagio abs-
trata nao necessitara, porém, de um espago ambiente. Esta serd uma das ideias centrais da geometria
riemanniana desenvolvida mais adiante.
A condigao
V:Y’LU =0

exprime que o campo w & paralelo ao longo da curva . A conexdo determina, assim, a nogao de
constancia de um campo quando os espacos tangentes variam de ponto para ponto.

Notas historicas e bibliograficas

Nota bibliografica

A nocao de transporte paralelo que hoje acompanha naturalmente a geometria riemanniana foi
introduzida por Tullio Levi—Civita no seu trabalho de 1917, Nozione di parallelismo in una varieta
qualunque e consequente specificazione geometrica della curvatura riemanniana. O ponto decisivo
consiste em tornar possivel a comparagao de vetores pertencentes a espagos tangentes distintos
por meio de uma regra intrinseca de transporte.

Para superficies mergulhadas em R3, a construcdo é particularmente concreta: deriva-se o campo
no espaco ambiente e projeta-se a derivada no plano tangente. Esta descrigao conduz exatamente a
conexao de Levi-Civita da métrica induzida e prepara a passagem & defini¢ao abstrata de conexao
numa variedade.

Do ponto de vista do desenvolvimento destas notas, este capitulo fecha a primeira parte: a derivada
covariante, o transporte paralelo, as geodésicas e a curvatura geodésica foram obtidos ainda a
partir de superficies concretas em R3. Na Parte B, os mesmos conceitos serdo reconstruidos sem
pressupor um espaco ambiente.

Referéncias do capitulo

Nota bibliografica

T. Levi-Civita, Nozione di parallelismo in una varieta qualunque e conseguente specificazione
geometrica della curvatura riemanniana, Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo 42 (1917),
173-204.

M. Umehara e K. Yamada, Differential Geometry of Curves and Surfaces, World Scientific, Sin-
gapore, 2017.

M. P. do Carmo, Differential Geometry of Curves and Surfaces, revised and updated 2nd ed.,
Dover, 2016.

C. Bar, Elementary Differential Geometry, Cambridge University Press, Cambridge, 2010.

M. P. do Carmo, Riemannian Geometry, Birkhduser, Boston, 1992.
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Capitulo 7

Variedades topolbgicas e diferenciaveis

A passagem das superficies de R? para variedades abstratas consiste em conservar aquilo que era
intrinseco — a estrutura local, a diferenciabilidade e os espagos tangentes — sem pressupor a existéncia
de um espago ambiente. Uma variedade é, localmente, um espago euclidiano; globalmente, porém, pode
possuir uma topologia muito diferente da de um aberto de R™.

7.1 Espacos topolégicos

A nocao de variedade comega por uma estrutura puramente topologica. Antes de falar em derivadas,
precisamos de saber o que significa uma vizinhanga, continuidade e equivaléncia topologica.

Seja X um conjunto. Uma topologia em X é uma familia 7 de subconjuntos, chamados abertos,
tal que @, X € T, unides arbitrarias de abertos sao abertas e intersecoes finitas de abertos sao abertas.
O par (X,7T) é um espago topologico.

Um espaco é Hausdorff se, para quaisquer p # ¢, existem abertos disjuntos U 2 pe V 3 ¢q. Uma
aplicagao F' : X — Y é continua se a imagem inversa de todo aberto de Y é aberta em X; é um
homeomorfismo se é bijetiva, continua e tem inversa continua. Estas nog¢des permitem formular a
geometria local sem recorrer a uma distancia.

Recordemos ainda duas propriedades utilizadas nas slides. Um espago é conexo se nao pode ser
escrito como unido de dois abertos disjuntos nao vazios. E normal se dois fechados disjuntos podem
ser separados por dois abertos disjuntos.

Teorema 7.1 (Propriedades dos espagos de Hausdorff). Seja E um espago topoldgico de Haus-
dorff. Entao:

1. o limite de uma sucessao convergente € unico;

2. todo singleton {x} é fechado;

3. o grdfico de uma funcao continua (com contradominio Hausdorff) é fechado;

4. todo subconjunto compacto de E é fechado.

Estas propriedades serao usadas repetidamente para controlar a passagem do local ao global.

7.2 Coberturas, paracompacidade e particoes da unidade

Uma familia de abertos (Ua)q € uma cobertura de X se X =, Un. Uma cobertura (Vg)g é localmente
finita se cada ponto possui uma vizinhanga que intersecta apenas um ntimero finito dos V3.

Um espaco Hausdorff é paracompacto se toda cobertura aberta admite um refinamento aberto lo-
calmente finito. Esta propriedade é essencial para construir parti¢des da unidade. Uma particao da
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unidade subordinada a (U,) ¢ uma familia (p,) de fungdes continuas, ou suaves no contexto diferen-
ciavel, tal que 0 < p, <1, spt p, C Uy, a familia dos suportes é localmente finita e

a

Ela permite colar construcoes locais para obter objetos globais.

Mais precisamente, uma cobertura (V3)g é um refinamento de (U, ) se cada Vp esta contido em
algum U,. A paracompacidade exige a existéncia de um refinamento localmente finito para qualquer
cobertura aberta. A local finitude é crucial: perto de cada ponto, apenas um nimero finito de termos
da soma ) po € nao nulo, de modo que operagoes locais podem ser somadas sem criar problemas de
convergéncia.

Nas variedades suaves, escolhem-se as p, suaves. Esta ferramenta reaparecera no capitulo seguinte
na constru¢ao de um mergulho euclidiano: as cartas fornecem coordenadas locais e a particao da
unidade permite reuni-las numa tnica aplicagao global.

Teorema 7.2 (Consequéncias de Hausdorff e paracompacidade). Se E é Hausdorff e paracom-
pacto, entao:

1. E € normal;

2. toda cobertura aberta admite uma particao da unidade subordinada;

3. sob a hipotese de numerabilidade das componentes conexas usada nas slides, obtém-se a
propriedade de numerabilidade/separabilidade ali enunciada;

4. todo subconjunto fechado de E, com a topologia induzida, € Hausdorff e paracompacto.

Nota 7.3. As slides usam aqui a expressao “completamente separavel” e aproximam-na de second
countable. Mantemos o contetido do curso, mas distinguimos terminologicamente segunda con-
tabilidade (existéncia de uma base numeravel) de separabilidade (existéncia de um subconjunto
denso numeréavel).

7.3 Espacos localmente euclidianos e atlas

Um espaco topologico M é localmente euclidiano de dimensao m se cada p € M possui uma vizinhanga
aberta U e um homeomorfismo
0:U— ¢U) CR™.

O par (U, ) é uma carta. Se (U, ¢) e (V, 1)) sdo duas cartas com UNV # &, a mudanga de coordenadas
é
1)&0(/)71 cp(UNV) = p(UNV).

Duas cartas (U, ¢) e (V, ) dizem-se C*-compativeis quando UNV = @ ou, se UNV # @, as aplicacdes
de transicao

1pocp_1:(p(UﬁV)—>w(UﬂV)7 (pow_lzz/J(UﬂV)—Mp(UﬂV)

sao de classe C*. Um atlas de classe C* é uma familia de cartas A = {(Uy, 9a)}a que cobre M e
cujas cartas sao duas a duas C*-compativeis. Dois atlas sio equivalentes quando a sua unido é ainda
um atlas C*. O atlas mazimal associado a A é a familia de todas as cartas compativeis com A; é este
atlas maximal que representa a estrutura diferenciavel da variedade.

A condicao de Hausdorff assegura a separagao de pontos distintos por vizinhangas disjuntas. A reta
com duas origens é localmente euclidiana, mas falha esta propriedade: quaisquer vizinhancgas das duas
origens se intersectam. Este exemplo evidencia a necessidade de combinar a estrutura local euclidiana
com uma condicao global de separacao.
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7.4 Variedades topolégicas e diferenciaveis

Definigao 7.4 (Variedade topologica). Seguindo a convengao das slides, uma variedade topold-
gica de dimensao m é um espago topoldgico localmente euclidiano de dimensao m, Hausdorff e
paracompacto.

A dimensdo é constante em cada componente conexa; em particular, uma variedade topologica
conexa tem dimensao fixa. Uma variedade é metrizavel quando a sua topologia é induzida por alguma
distancia. As slides salientam que as hipoteses de Hausdorff e paracompacidade permitem obter
metrizabilidade global, via os teoremas de metrizagao de Urysohn/Smirnov e a normalidade.

Definicao 7.5 (Variedade diferenciavel). Uma variedade diferencidvel é uma variedade topolo-
gica cujas mudangas de coordenadas sao diferenciaveis; é suave quando as mudangas de coorde-
nadas sao C'*°.

Nota 7.6. Outras referéncias substituem a paracompacidade por segunda contabilidade na defi-
ni¢do de variedade. Aqui preservamos a convencao efetivamente usada nas slides do curso.

7.5 Exemplos e contraexemplos

Os abertos de R™ sao variedades de dimensdo m. A esfera S™ C R™*! ¢ uma variedade de dimensao
m, embora nenhuma carta a cubra globalmente. Um semidisco é modelo local de uma variedade com
bordo. A ctispide parametrizada por (#3,?) exige uma distin¢do importante: como espago topologico, a
sua imagem é uma variedade topologica de dimensao um (a aplicagéo (z,y) — x1/3 fornece uma carta),
mas a parametrizagao dada nao é regular na origem e nao define ali uma imersao suave. Em contraste, a
cruz formada por eixos que se intersectam nao é localmente euclidiana no ponto de cruzamento. A figura
em oito fornece outro contraexemplo discutido nas slides; removendo adequadamente o ponto/ramo
responsavel pela identificacdo obtém-se novamente uma subvariedade diferenciavel.

‘ ponto de bordo

2. variedade modelo com bordo

N0

ctispide (¢, t?)

10

ponto duplo

Figura 7.1: Exemplos locais. A esfera é uma variedade sem bordo; o semidisco fornece o modelo
local de uma variedade com bordo. A cuspide ilustra que uma imagem pode ser topologicamente uma
variedade embora a parametrizacdo escolhida nao seja regular; a figura em oito ilustra a obstrugao
topolégica criada por uma identificacdo no ponto duplo.
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7.6 Funcgoes diferenciaveis e espago tangente

Seja M uma variedade diferenciavel e p € M. Para uma fungao f: M — R™ e uma carta (U, ¢) com
p € U, dizemos que f ¢é diferenciavel em p se

fog071 cp(U) — R

é diferenciavel em ¢(p) no sentido usual. Para uma aplicagdo F' : M — N, escolhem-se cartas (U, ¢)
em torno de p e (V,4) em torno de F(p), com F(U) C V, e exige-se que

YoFop t:pl)—¢(V)

seja diferenciavel em ¢(p). A independéncia da escolha das cartas resulta da diferenciabilidade das
aplicagoes de transigao.

Definicao 7.7 (Derivagdo em um ponto). Uma derivagdo em p é uma aplicagao linear
D:C*(M)—R
que satisfaz a regra de Leibniz

D(fg) = D(f)g(p) + f(p)D(9), f,g € C*(M).

Se v: (—e,e) = M & uma curva suave com v(0) = p, o seu vetor velocidade em p é
X :=+'(0) € T,M.

Este vetor tangente atua sobre cada fungao f € C*°(M) por

d
Xfi=— t
f dt(fov)()t:0
Esta definigdo depende apenas do vetor tangente X = 7'(0), e ndo da curva 7 escolhida para o
representar. A aplicagao
X:C®(M)—R, f— X/,

é linear e satisfaz a regra de Leibniz

X(fg) = X(f)g(p)+ f(p) X(g)-

Portanto, X define uma derivagao em p. Reciprocamente, toda derivagao em p é determinada por um
tnico vetor X € T, M. Assim, o espaco tangente pode ser identificado com o espago das derivagdes em
p:

T, M =~ Der,(C*(M)).

Nota 7.8 (Vetores tangentes e derivagoes). A identificagdo anterior ¢ canonica. A cada vetor
X € T,M corresponde a derivacao

)

d
Dx :C®(M) —R,  Dxfi= —(fer)(t)
t=0

onde v(0) = p e 4(0) = X; reciprocamente, toda derivacdo em p determina um tnico vetor de
T,M . Portanto,

’TpM ~ Der,(C®(M)). \
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Globalmente, um campo vetorial suave X pode ser visto como uma familia suave de derivagoes
Xp, uma em cada ponto. Equivalentemente, X atua sobre fungoes suaves por

X : C®(M) — C°°(M), fr— Xf,

e satisfaz a regra de Leibniz
X(fg)=X(f)g+ fX(g)

Reciprocamente, toda derivagao D : C°(M) — C(M) é determinada por um tnico campo
vetorial suave. Assim,

| X(M) = Der(C>(M)). |

Esta caracterizacao sera usada mais adiante para definir intrinsecamente o bracket de Lie de dois
campos vetoriais. Para esta descricao do espago tangente e dos campos vetoriais em termos de
derivagoes, veja, por exemplo, Lee e Tu nas referéncias deste capitulo.

Em coordenadas (z!,...,2™),

X:ZX oxt

i=1

p

Esta identificacdo coincide, para uma superficie regular de R?, com o plano tangente construido na
Parte A.
Para ver a expressao em coordenadas, escreva x(t) = ¢(y(t)). Entao, para f € C®°(M),

Tirom)

Assim, a carta nao define o vetor tangente, mas fornece a sua representacio

50) = S 05|

Esta distingao entre objeto intrinseco e componentes locais sera essencial quando introduzirmos ten-
sores e conexoes.
7.7 Diferencial de uma aplicagao
Para F': M — N suave, o diferencial em p é a aplicagao linear
dFy : T,M — Tpp) N, dF,[%(0)] = (F o~)'(0).

Equivalentemente, (dF,X)(f) = X(f o F'). Em cartas, dF}, é representado pela matriz jacobiana da
expressao coordenada de F'.
Com x=@povyey=1o0Fo~, aregra da cadeia da

§(0) = D(¢ o F oo™ h)((p) (0).

Portanto dF), envia a velocidade de uma curva na velocidade da curva imagem. FEsta observagao
geométrica seré a base das defini¢oes de rank, imersao e mergulho.

Notas historicas e bibliograficas
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Nota bibliografica

A linguagem moderna das variedades resulta da passagem progressiva da geometria de superficies
para espacgos definidos por cartas e mudancas de coordenadas. A formulagao topologica e dife-
renciavel torna possivel separar a geometria intrinseca de qualquer realizacao prévia num espago
euclidiano. As partigdes da unidade constituem uma ferramenta central para transformar dados
locais em objetos globais.

Referéncias do capitulo

Nota bibliografica

J. M. Lee, Introduction to Smooth Manifolds, 2nd ed., Graduate Texts in Mathematics 218,
Springer, New York, 2013.

L. W. Tu, An Introduction to Manifolds, 2nd ed., Universitext, Springer, New York, 2011.

M. W. Hirsch, Differential Topology, Springer, 1976.

M. P. do Carmo, Riemannian Geometry, Birkhauser, 1992.




Capitulo 8

Imersoes, mergulhos e teoremas de
Whitney

Uma variedade diferenciavel foi definida de maneira intrinseca, por cartas e mudancas de coordenadas.
Surge agora uma questao natural: em que medida podemos realizd-la como um subconjunto regular de
um espaco euclidiano? Para responder é necessério distinguir duas exigéncias. A primeira é diferencial:
o aplicagao deve conservar todas as diregoes tangentes, isto é, ter diferencial injetivo. A segunda é
topoldgica: a imagem nao deve adquirir identificacbes ou uma topologia diferente da variedade de
partida. Estas duas exigéncias conduzem, respetivamente, as nogoes de imersao e de mergulho.

8.1 Rank, imersoes e mergulhos

Seja F' : M™ — N™ uma aplicagdo diferenciavel. Escolham-se cartas (U, ) em torno de p € M e
(V,) em torno de F(p), e escreva-se

Ypy i=toFop ! :pU)CR™ — (V) CR™

Esta representagao local permite transportar para variedades a nogao euclidiana de rank.

Definicao 8.1 (Rank ou caracteristica). O rank de F' em p é
rank, F := rank,(,) (¢ o F o ') = rank(dF,).

No caso euclidiano, p =9 =1d e

rank, ' = rank (6F, (x)) .
oxd i

Definicao 8.2 (Imersdo). Seja F': M™ — N™, com m < n, diferenciavel. Diz-se que F' é uma
1MErsao se
de 5 TpM — TF(p)N

é injetiva para todo p € M. Equivalentemente,
dEylu—v]=0= u=v, rank, F' = m.

Se m = 1, esta condigdo reduz-se a F'(p) # 0.

7
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Nota 8.3. Nas slides aparece a afirmacao de que, em dimensao finita, uma aplicagao linear
é injetiva se e somente se é bijetiva. Essa equivaléncia requer que dominio e contradominio
tenham a mesma dimensao. Para dF), : T,M™ — Tp) N", com m < n, a condi¢do de imersao
é precisamente a injetividade, ou seja, rank dF,, = m.

Exemplo 8.4 (Uma imersao que nao ¢ injetiva). Considere
F:R — R? F(z) = (cos2mz,sin 27z).
Temos F(x) = F(x + 1), logo F nao é injetiva. Porém
dF,[u] = 2mu(—sin 27z, cos 27x),
e dF,[u] = 0 se e somente se u = 0. Portanto F' é uma imersdo. Este exemplo mostra que a
condicao diferencial de imersao é local e nao impede auto-identificagoes globais.
Definigao 8.5 (Mergulho). Uma imersao F : M — N é um mergulho se
F:M—F(M)CN

¢ um homeomorfismo, sendo F (M) munido da topologia induzida por N.

Como F : M — F(M) &, por definigao, sobrejetiva, para obter um mergulho é necessério que seja
também injetiva e que a inversa F~1! : F(M) — M seja continua. Assim, um mergulho retine uma
condicao diferencial (ser imersao) e uma condicao topologica (identificar corretamente M com a sua
imagem).

Exemplo 8.6 (O duplo cone). Considere
F:R? — R3, F(r,0) = (rcosf,rsiné,r).
O diferencial é representado por
cosf —rsinf

DF(r,0) = | sinf rcosf
1 0

Para r = 0 a segunda coluna é nula e rank DF(0,6) = 1; logo F' ndo é uma imersao no vértice.
Além disso,
F(0,0) = (0,0,0) Ve,

pelo que também nao é injetiva e, portanto, nao é um mergulho.

Exemplo 8.7 (O circulo). A inclusao usual
v: St R? (cos@,sin @) — (cos6,sinh),

é uma imersdo injetiva. Como S' é compacto e R? & Hausdorff, veremos no teorema seguinte
que ¢ é um mergulho.
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Teorema 8.8 (Caracterizagdo de um mergulho). Seja F' : M — N uma aplicagao diferencidvel.

1. Se F' é um mergulho, entao F': M — F(M) é um difeomorfismo.
2. Se M é compacta e F' é uma imersao injetiva, entdo F' é um mergulho.

Demonstragao. Para (i), um mergulho é, por defini¢do, um homeomorfismo de M sobre F(M) e uma
imersdo. A forma local de uma imerséo, obtida pelo teorema do rank constante (ou, equivalentemente,
pelo teorema da fungéo implicita na forma apropriada), mostra que a inversa é diferenciavel nas cartas
locais. Logo F' : M — F(M) é um difeomorfismo.

Para (ii), como F' é injetiva, a aplicagdo F : M — F(M) é uma bije¢do continua. Resta provar
que F~! & continua. Seja A C M fechado. Como M é compacta, A é compacto. Por continuidade
de F, F(A) é compacto. Como N é Hausdorff, todo compacto de N é fechado; em particular, F'(A4) é
fechado em F'(M). Mas

(F~1)71(4) = F(A).
Logo a imagem inversa, por F~! de todo fechado de M ¢ fechada em F (M), e F~! & continua.
Portanto F' ¢ um mergulho. O

Nota 8.9. Usamos o facto elementar de que um fechado A de um espago compacto M é compacto.
De facto, se U é uma cobertura aberta de A, entdo U U {M \ A} é uma cobertura aberta de M;
uma subcobertura finita de M fornece uma subcobertura finita de A.

Corolario 8.10. Se F: M — N € um mergulho, entdo
dF, : TyM — Tp) F(M)
€ um isomorfismo para todo p € M. Em particular,

dim F(M) = dim M.

Exemplo 8.11 (Figura em oito). A figura em oito mostra que injetividade, imersao e mergulho
sao condicoes distintas. Uma parametrizacao imersa pode ter auto-intersecoes e deixar de ser in-
jetiva. Mesmo restringindo o dominio de modo a obter uma imersao injetiva, a topologia induzida
na imagem pode impedir que a aplicagao seja um mergulho. Este exemplo seré reinterpretado
abaixo através da caracterizagao local das imersoes.

8.2 Caracterizacao local das imersoes

A condigao de imersao é, por natureza, local. O resultado seguinte quantifica esta afirmagao: perto de
cada ponto, uma imersao nao identifica pontos distintos.

Lema 8.12 (Uma imersao é localmente um mergulho). Seja M wuma variedade sem bordo e
F : M — N uma imersdo de classe C*. Para cada p € M existe uma vizinhanga U, tal que
Fly, : U, = N € um mergulho sobre a sua imagem.

Demonstragao. Fixe-se p € M. Escolham-se cartas (U, ¢) em torno de p e (V%) em torno de F(p), e
escreva-se

f:=¢poFop':ACR™ — BCR", xo = o(p).
Como F' é uma imersao, D f(x¢) é injetiva. A funcdo continua

v € S™ 1 |Df(20)v]
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é estritamente positiva; como S™~! & compacta,

= ‘i?fl D f(zo)v| > 0.
Pela continuidade de Df, podemos escolher uma bola convexa A’ € A, com zy € A’, tal que
c
IDf(z) = Df(xo)l <5 Vz€ A

Se z,y € A’, o segmento y + t(x — y) permanece em A’. Para manter rigorosamente a estimativa
pretendida nas slides, usamos a féormula integral ao longo desse segmento:

1
f@) = 1) = [ D+ e =) e =)t
Consequentemente,
|f(z) = f(y) = Df(zo)(z — )|
1
< [ 15+ to — ) = Ditao) o - de
0
c
< §|9C -yl
Pela desigualdade triangular inversa,

(@) = FW)] = [Df (o) (@ = y)| = o ]

x—y c
= ‘Df(xo)x_w‘ |z —y| — §|x—y|

Y

( ilnf D f(z0)v| — ;) lz —y

lv|=1

Sle—yl
= —\|Tr — .

B Yy

Assim, f(z) = f(y) implica = y: f é injetiva em A’. A forma local de uma imersdo mostra entao
que F|,-1(4/y ¢ um homeomorfismo sobre a sua imagem e, portanto, um mergulho local. O

Nota 8.13. Quando m = n, uma imersao tem diferencial invertivel e é localmente um difeomor-
fismo entre abertos, pelo teorema da funcao inversa. Quando m < n, a conclusao correta é que
ela é localmente um difeomorfismo sobre a subvariedade imagem, nao sobre um aberto de .

8.3 Teorema do rank constante

O teorema do rank constante é a ferramenta local que explica geometricamente as imersoes e, mais
geralmente, as aplicagbes de rank constante. A sua mensagem é que, depois de mudangas adequadas
de coordenadas no dominio e no contradominio, uma aplicacao de rank k nao contém localmente mais
informacao do que a projecao-inclusao linear

(et . 2™) = (2., 2",0,...,0).

A demonstracao sera feita em duas etapas: primeiro uma reducao linear entre aplicacbes de mesmo
rank; depois uma redug@o nao linear usando o teorema da fun¢do inversa. Comecemos pela interpre-
tagdo linear que prepara a demonstragdo. Para k < min{m,n}, considere

T : R™ — R™, me(xt, .. 2™ = (¢4, ..., 2,0,...,0).

O teorema afirma que uma aplicagdo de rank constante k é, localmente e a menos de difeomorfismos
no dominio e no contradominio, equivalente a 7.
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Lema 8.14 (Forma canénica de uma aplicagao linear de rank k). Se V' e W sdo espagos vetoriais
de dimenséesm en e A, B : V. — W tém ambos rank k, existem isomorfismos lineares P : W —
WeQ:V =V tais que

A= P 'BQ.

Demonstragao. Escolha uma base {eg41,...,en} deker A e umabase {fri1,..., fm} de ker B. Complete-
as a bases

{61,...,6k,6k+1,...,6m}, {flv"wfkvfk—‘-la"'vfm}

de V. Defina @ por Qe; = f;. Se Qu =0e u =), a;e;, entdo », a; f; = 0, donde todos os «; sao
nulos. Logo @ é invertivel.
Para 1 <1 < k, ponha
Z; = Aei, w; = sz

Como A e B tém rank k, z1,..., 2, € wy, ..., wy sao familias linearmente independentes. Complete-as
a bases
{217 .. 7zk7zk+17 ... 7Z7L}7 {wla . aw/ﬁwk-‘rla ... awn}

de W, e defina Pz; = w;. Entao P é invertivel. Para i < k,
PAei = PZi = w; = sz = BQei,
e para i > k ambos os membros sdo nulos. Portanto PA = BQ), isto é, A = P~ BQ. O

Aplicando o lema a A = dF},, e B = 7, vemos ji ao nivel linear que dF}, pode ser reduzido a
projecao-inclusao candnica por mudangas de bases. O teorema seguinte mostra que, sob a hipotese de
rank constante, esta normalizacao linear se prolonga a mudangas de coordenadas nao lineares.

Teorema 8.15 (Teorema do rank constante). Seja F': M™ — N™ uma aplicagao diferencidvel
de rank constante k numa vizinhanga de p € M. FEzistem cartas locais (U, @) em torno de p e
(V,4) em torno de F(p) tais que

(WoFop N, ... ,2™) = (z,...,2%,0,...,0).

Consequentemente, a imagem local € uma subvariedade de dimensdo k de N.

Demonstracdo. Como a afirmagao é invariante por mudangas de coordenadas, reduzimo-nos a uma
aplicagao
F:VCcR™ —WCR"

Apos translagoes, suponhamos p = 0 e F/(0) = 0. Como DF(0) tem rank k, ap6s permutar coordenadas

podemos supor que o0 menor
OF?
(559)
1<i i<k

O(zt,... a™) = (Fl(;v)7...,Fk(x),xk"’l,...,ﬂ”) = (2',...,2™).

A matriz D®(0) tem forma triangular por blocos,

A * OF"
pe)= (5 ,7,): A(axj“))@m’

e é portanto invertivel. Pelo teorema da fungao inversa, restringindo as vizinhancgas se necessario, ® é
um difeomorfismo local e podemos usar £ = ®(z) como novas coordenadas no dominio.

& inversivel.
Defina-se
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Nestas coordenadas,
Fod X7) = (3%,...,3% FFY(3),..., F"(2)),

onde F@ = F® o &1 para a > k.
Como & é um difeomorfismo,
rank D(F o ® 1)(Z) = k

em toda a vizinhanga considerada. As primeiras k linhas contém ja o bloco identidade Ij. Se alguma
derivada

F .
%7 o> k’, 7> k,
fosse nao nula, o rank seria pelo menos k£ + 1. Logo
oF° .
5 =0 (a>k, j>k),
e cada F depende apenas de (zt,...,7").

Introduzimos agora a mudanca de coordenadas no contradominio. Defina

Ty ....y") = 'y "+ PR )yt PR L)),

pro=(" ).

que é invertivel. Pelo teorema da funcdo inversa, 7! existe numa vizinhanca de 0. Finalmente,
T loFod 1(@,...,2™)

=(z',...,2%,0,...,0) = mx(T).

Tomando ¢ = ® e ¢p = T~! (compostas, no caso geral, com as cartas iniciais), obtém-se a forma
normal pretendida. O

Assim, localmente,
F~my,

e uma aplicagdo de rank constante é equivalente, a menos de difeomorfismos, a uma aplicacdo linear
do mesmo rank. A imagem local

F(M)NV =4 Y. .., 4*0,...,0)}

é uma subvariedade de dimensao k.

8.4 A questao dos mergulhos euclidianos

A distingao entre imersao e mergulho é global. Por exemplo, x — (cos 27z, sin 272) é uma imersao de
R em R2, mas ndo é injetiva. O duplo cone parametrizado por

F(r,0) = (rcosf,rsiné,r)

falha mesmo em ser imersdo no vértice, onde o diferencial perde rank. A figura em oito fornece
outro exemplo importante: conforme o dominio escolhido, pode ser uma imersao injetiva sem ser um
mergulho, pois a topologia induzida na imagem nao coincide com a do dominio.
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H& também uma obstrugao dimensional elementar. Uma variedade compacta M™ sem bordo nao
pode ser imersa em R™. De facto, se F' : M™ — R™ fosse uma imersao, dF}, seria um isomorfismo
em todo ponto; pelo teorema da fung@o inversa, F' seria localmente um difeomorfismo e, portanto,
uma aplicagao aberta. Logo F(M) seria aberto em R™. Mas M compacta implica F(M) compacta,
portanto fechada em R™. Num R™ conexo, um subconjunto nao vazio simultaneamente aberto e
fechado teria de ser todo R™, contradizendo a compacidade.

O resultado precedente é local. A questdo global é diferente: dado M™, existe um espaco R no
qual M possa ser representada sem auto-intersegoes e com a sua estrutura diferenciavel preservada?
Procuramos, portanto, um mergulho F : M — RY | de preferéncia com N tdo pequeno quanto possivel.
Um tal aplicagao transforma a variedade abstrata numa subvariedade euclidiana e permite interpretar
os vetores de T, M como vetores tangentes usuais da imagem. A questao ¢ agora global: dada uma
variedade abstrata M™, pode ela ser realizada como uma subvariedade de algum espaco euclidiano?
Procuramos uma aplicagao

F:M™ —RY
que seja simultaneamente um homeomorfismo sobre a imagem e uma imersao. Isto é precisamente
procurar um mergulho. Tal realizacao permite passar da descrigao intrinseca de M a uma geometria
extrinseca.

Nao se pode, em geral, tomar N = m. As slides chamam fechada a uma variedade compacta e sem
bordo. Antes do resultado geral, consideram ainda o exemplo f : [, 7] — R, f(f) = 0*: apesar de
ser continua e suave, a identificagdo f(6) = f(—6) mostra como uma aplicacdo global pode perder a
estrutura de mergulho.

Definigao 8.16 (Variedade fechada). Uma variedade é dita fechada quando é compacta e sem
bordo.

Lema 8.17 (N&o imersdo em igual dimensdo). Se M é compacta, sem bordo e de dimensao n,
nao existe uma tmersao F : M — R™.

Demonstracao. Suponha que existe. Como dF}, é um isomorfismo em cada ponto, F' é localmente um
difeomorfismo e portanto uma aplicagdo aberta. Por outro lado, M é compacta; logo F'(M) é compacta
e, em R", fechada. Assim F(M) é simultaneamente aberta e fechada em R™. Como M # & e R™ é
conexo, teriamos F (M) = R", impossivel porque F (M) é compacta. O

8.5 Teoremas de Whitney

A primeira etapa é mostrar que uma variedade compacta admite algum mergulho euclidiano, sem
procurar ainda a dimensao 6tima.

Teorema 8.18 (Whitney, forma muito fraca). Se M ¢é uma variedade suave compacta de di-
mensao m, existe N e um mergulho

& M — RN,

Demonstragao. Escolha um atlas finito {(Uy,, va)} e um refinamento finito subordinado, com uma
parti¢do da unidade {f,}*_,. Estendendo por zero os produtos f,@q, defina

(p) = (A@)e1(D),-- -, fr®)er(p), f1(p),- .-, fu(p)) € RFMTL.

Injetividade. Se ®(p1) = ®(p2), entdo fo(p1) = fa(p2) para todo a. Como ) fo = 1, existe ag

tal que foo(P1) = fao(p2) # 0. A igualdade das componentes fo,¢q, implica ©o,(P1) = Qa, (P2), €
portanto p; = po.
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Injetividade do diferencial. Se X, € T,M e d®,[X,] = 0, as tltimas k componentes dao df, ,[X,] =
0 para todo a. As primeiras componentes reduzem-se entao a

fa(p)dpa p[Xp] = 0.

Escolhendo o com fo, (p) # 0, obtemos dpq, p[Xp] = 0. Como ¢,, ¢ uma carta, X, = 0. Logo ® ¢
uma imersao injetiva; pela compacidade de M, é um mergulho. O

Teorema 8.19 (Whitney — forma super forte). Seja M uma variedade diferencidvel de dimensao
m > 2. Entao:

existe uma imersao f : M — R?™~1;

existe um mergulho f : M — R?*™;

se M € compacta e orientdvel, ou compacta com bordo néio vazio, ou se m # 2%, k € N*,
existe um mergulho f : M — R?™~1,

Os resultados de Whitney refinam fortemente a dimensao ambiente. Na forma classica que de-
monstraremos abaixo, uma variedade compacta de dimensdo m admite um mergulho em R?*™+! ¢ uma
imersdo em R?™. Ha versdes mais fortes que reduzem ainda a dimensdo em varias situacoes.

Entre os exemplos geométricos, o toro mergulha em R3; a garrafa de Klein admite uma imersio
em R? mas ndo um mergulho sem auto-intersecio; a fita de Mdbius, variedade com bordo, mergulha
em R?; e RP? admite a conhecida realizacdo imersa pela superficie de Boy.

E importante distinguir um mergulho de uma parametrizaciao global. Um mergulho identifica M
com uma cépia difeomorfa F(M) C RYN. Através de dF, os vetores tangentes abstratos podem entdo
ser representados como vetores tangentes euclidianos a subvariedade.

Interpretacgao euclidiana do mergulho. Quando se fala de mergulhar M em RY procura-se uma
copia difeomorfa F(M) C RY de M; ndo se esta a afirmar que existe uma tinica parametrizacao global
de M. Se F é um mergulho, F/(M) nao apresenta auto-intersegdes e possui a topologia induzida de
RY. Se dispomos apenas de uma imersdo, a imagem pode ter auto-intersecdes, como acontece nas
realizagoes usuais da garrafa de Klein ou do plano projetivo.

O diferencial dFj, identifica T, M com um subespago do espaco tangente euclidiano TF(p)RN ~
RY. Assim, um vetor tangente, inicialmente definido de maneira intrinseca como derivacio, passa a
admitir a interpretacao classica de vetor velocidade num espago euclidiano. Esta identificagao prepara
a introdugao de comprimentos e angulos no capitulo seguinte.

8.6 Projecoes, Sard e redugao da dimensao ambiente

Para reduzir a dimensao ambiente, partimos de um mergulho em dimensao grande e projetamos orto-
gonalmente. Uma diregdo de proje¢ao é uma reta [v] € RPX 1 denotemos por

H[v] ‘RE — [U]L ~ RE-!

a projecao ortogonal.

Usaremos o principio de Sard: se uma aplicagao suave parte de uma variedade de dimensao estri-
tamente menor que a do espaco de chegada, a sua imagem é desprezavel; na forma geral, o conjunto
dos valores criticos de uma aplicacao suficientemente regular tem medida nula.

Lema 8.20 (Lema elementar de medida nula). Seja f: I = [0,1]™ — R™ uma aplicagdo C*. Se
m < n, entdao f(I) tem medida de Lebesgue nula em R™. Sem =n e A C I tem medida nula,
entao f(A) tem medida nula.
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Lema 8.21 (Sard fraco — baby Sard). Seja F : M™ — N™ uma aplica¢io C*. Se m < n, entdo
F(M) tem medida nula, em cartas de N.

Corolario 8.22. Uma curva que preenche uma regiao de dimensao superior (space-filling) nao
pode ser de classe C.

Teorema 8.23 (Sard). Seja F : M™ — N™ uma aplicagcio C*. Sob a hipdtese de regularidade
k> m/n — 1 usada nas notas do curso, a imagem F(C) do conjunto C dos pontos criticos tem
medida nula em N.

Teorema 8.24 (Imersao injetiva por projegao). Se uma variedade M™ admite uma imersao
injetiva

¢: M — RE, K >2m+1,
entio existe uma diregao [v] tal que

¢ =Moo M — RE!

€ ainda uma imersao injetiva.

Demonstracao. Ha dois conjuntos de diregoes a evitar.
1. Secantes. Se ¢p,)(p) = ¢p(q) com p # g, entao

Considere
a: (M xM)\A—RP*™ a(p,q) = [o(p) - 6(q)]-
O dominio tem dimensao 2m < K — 1. Pelo teorema de Sard, a imagem de « é desprezavel. Fora
dessa imagem, a projecao é injetiva.
2. Diregoes tangentes. Se ddy,) ,[X,] = 0 para algum X, # 0, entao

[v] = [dep(Xp)]-
Restringindo aos vetores tangentes unitérios, definimos o fibrado tangente unitdrio
UTM = {(p,X,) € TM : | X, ], = 1}.
Como cada fibra é uma esfera S™~ 1, tem-se dim UT M = 2m — 1. Considere entéo
B:UTM — RP*™', B(p, X,) := [dep(X,)].

Como 2m —1 < K —1, aimagem de 3 é também desprezavel. Fora dessa imagem, a proje¢do continua
a ser uma imersao.

A unido dos dois conjuntos excecionais é desprezével; existe portanto uma dire¢ao [v] que evita
ambos. O

Para a imersdo, basta evitar as direcoes tangentes. Assim, se M™ admite uma imersao em R>"+1,
uma projecdo genérica fornece uma imersio em R?™.
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Corolario 8.25 (Redugao da dimensao para imersdes). Se M™ admite uma imersio em R>™+1,
entdo admite uma imersao em R?™,

Demonstragio. Seja ¢ : M — R*"*! uma imersao e ¢p,] = I},) 0 ¢. Uma direcao [v] € RP?™ & ma
para a imersao precisamente quando existe p € M e 0 # X, € T,M com

d¢[v],p(Xp) = Iy (dppXp) =0,
isto é, [v] = [d¢pX,]. Restringindo aos vetores unitéarios, considere
B:UM ={(p,Xp): | X, =1} — RP*™,  (p,X,) — [d$,X,].

O dominio tem dimensdo 2m — 1, enquanto RP?™ tem dimensao 2m. Pelo Sard fraco, a imagem de 3
é desprezavel. Existe portanto uma direcao fora dessa imagem, e a projegao correspondente continua
a ser uma imersao. O

Teorema 8.26 (Whitney, forma classica). Se M é uma variedade compacta de dimensdo m,
entao existe um mergulho
M — R?m+1

e uma 1mersao
M & R?™,

Notas historicas e bibliograficas

Nota bibliografica

Os teoremas de Whitney estabeleceram uma ponte fundamental entre a definicao intrinseca de
variedade diferenciavel e a sua realiza¢io em espagos euclidianos. A prova por proje¢oes genéricas
poe em evidéncia o papel do teorema de Sard: as diregoes de projecao que produzem auto-
interse¢oes ou degenerescéncia do diferencial formam conjuntos excecionais de medida nula.
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Capitulo 9

Geometria Riemanniana: métricas,
iIsometrias e mergulhos isométricos

Uma variedade diferenciavel fornece espacos tangentes 7, M, mas nao fornece, por si so6, comprimentos
nem angulos. Em cada espago tangente podemos escolher bases e coordenadas, porém os nimeros
obtidos nao tém ainda significado métrico intrinseco. A geometria Riemanniana comeca quando se
acrescenta, ponto a ponto e de maneira suave, um produto interno.

9.1 Meétricas Riemannianas

Definicao 9.1 (Métrica Riemanniana). Uma métrica Riemanniana numa variedade suave M é
uma familia g = (gp)penm tal que cada

gp : TpyM x T,M — R

é bilinear, simétrica e definida positiva, e cujas componentes em qualquer carta variam suave-
mente com o ponto.

Numa carta (ml, ..., &™), escrevemos
o 0 o
- — g afind
g”_g<8xi’8ﬂ)’ g(uav)_gz_juv .

A matriz (g;;) € simétrica e definida positiva. Em R™ com coordenadas cartesianas, g;; = ;.

E importante separar duas situacoes. Uma carta ¢ : U — R™ nao determina por si s6 uma métrica
em U: uma métrica é uma estrutura geométrica adicional. Uma imersao num espago euclidiano fornece,
por outro lado, uma métrica natural. Se

F:M—RY
é uma imersdo e e denota a métrica euclidiana de RY,
e(a,b) :==a-b,
define-se em M a métrica induzida
(F*e)p(u,v) := epgy) (dFy(u), dFy(v)) = dFy(u) - dFy(v).

87
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A notacdo F*e designa o pullback da métrica euclidiana e pela aplicacao F'. Geometricamente, dF),
transporta os vetores tangentes u,v € T, M para

dF,(u),dF,(v) € TpRY ~RY,

onde o produto escalar euclidiano esta definido. O pullback consiste em medir u e v através das suas
imagens por dFj: ele “traz para tras” a métrica e de RY para M. Em particular,

Fre = ||dFP(u)||RN7

pelo que os comprimentos e os dngulos em M sao os comprimentos e os dngulos das respetivas imagens
infinitesimais por F.
Em coordenadas,

Jul

(F*e)ij = 82F . 8JF

E exatamente a primeira forma fundamental da Parte A, agora formulada para uma variedade de
dimensao arbitraria. Se M ja estd munida de uma métrica riemanniana g, a condi¢ao

Fre=g

significa precisamente que F' preserva o produto escalar dos vetores tangentes. Neste caso, F' é uma
1mersao 1sométrica.

9.2 Isometrias Riemannianas

Definigao 9.2 (Isometria Riemanniana). Uma aplicagdo suave F : (M,g) — (N,h) é uma
isometria local quando
hep) (dFpu, dFpv) = gp(u,v)

para todo p € M e u,v € T,M. Equivalentemente, F™*h = g.

Se F é uma imersio em RY, a condicio de ser isométrica é
8¢F . 8]F = gij~

Esta equagao é a forma local do problema de mergulho isométrico.
Convém distinguir esta nocao infinitesimal da nocao global de espagos métricos. Se (X,dx) e
(Y, dy) sdo espagos métricos, uma aplicagdo F': X — Y preserva globalmente a distancia quando

dy (F(p), F(q)) =dx(p,q), p,gqeX.

Quando é bijetiva, chama-se uma isometria entre os espagos métricos. Uma isometria Riemanniana
preserva o comprimento de todas as curvas; sob as hipoteses globais adequadas, preserva também a
distancia Riemanniana.

9.3 Comprimento e distancia Riemanniana

Se 7 : [a,b] = M & C', a sua velocidade é (t) € T, ;)M e define-se

Ly(y) = / 9y (1), 7(1)) dt.

Esta definicao é independente da parametrizacao regular orientada. Para p, ¢ na mesma componente
conexa, define-se

dy(p,q) = inf{Ly(7) : v(a) = p, 7(b) = q}.
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A positividade de g implica d4(p,¢q) > 0 e, localmente, a equivaléncia de g com a métrica euclidiana
mostra que dg(p,q) = 0 apenas quando p = ¢. A simetria resulta da curva percorrida em sentido
inverso e a desigualdade triangular da concatenacao de curvas. Assim, d, ¢ a distancia Riemanniana.

Definigao 9.3 (Aplicagdo curta e imersao curta). Sejam (M, g) e (N, h) variedades Riemanni-
anas. Uma aplicacgao diferenciavel F': M — N diz-se curta se

F*h<g
como formas quadréticas, isto é,
hre)(dFpX,dF,X) < g,(X,X), peM, XeT,M.

Se F é uma imersao, diz-se uma imersao curta. Quando a desigualdade é estrita para todo
X #0,
F*h < g,

diz-se que a imersao é estritamente curta. Esta é a condigao utilizada na formulacao abaixo do
teorema de Nash—Kuiper.

Se F': (M,g) — (N, h) é isométrica, entao
Ln(Fon) = Ly(7),
pois
h(dFY, dFy) = g(¥, 7).

Esta identidade explica por que a condigao F*h = g é a nogao correta de preservagao infinitesimal da
geometria.

9.4 Mergulhos isométricos: de Whitney a Nash

O teorema de Whitney responde a uma questao diferencial-topolégica: uma variedade suave pode ser
realizada em algum RY. Mas um mergulho de Whitney ndo tem razdo para preservar uma métrica
previamente dada. A questao de Nash é mais forte:

dado (M,g), existe F: M — RN talque F*e=g?
Se Fy : M — RY verifica apenas
Fye<yg

como formas quadréticas, diz-se que é uma imersao curta. Intuitivamente, a imagem tem compri-
mentos infinitesimais menores do que os prescritos por g; falta acrescentar comprimento sem deslocar
demasiado a superficie.

Teorema 9.4 (Nash-Kuiper (1954/56), forma C'). Seja M™ uma variedade diferencidvel de
classe C*, k > 3, munida de wma métrica Riemanniana suave gy, e seja f : M™ — R”,
n > m 4+ 1, uma imersao estritamente curta, f*e < gp. FEntao, para todo € > 0, existem
imersées f. : M — R™ de classe C' tais que

fre=gm,  |fe—fll<e em M.

Assim, f. € uma imersao isométrica Riemanniana arbitrariamente proxima de f na topologia
@2
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A imagem do projeto Hévéa. O exemplo geométrico apresentado no curso comega com uma folha
que se enrola num cilindro e procura depois transformar esse cilindro num toro sem esticar nem rasgar
o material. A aparente impossibilidade resulta do contraste entre os comprimentos das circunferéncias
interior e exterior do toro. O fenémeno C! de Nash-Kuiper permite, porém, introduzir uma sucessao
de corrugagoes cada vez mais finas: a superficie permanece proxima da forma inicial, enquanto o
defeito isométrico é progressivamente corrigido. O projeto Hévéa produziu em 2012 uma visualizagao
computacional deste processo.

Figura 9.1: Sequéncia de corrugacoes apresentada nas slides para ilustrar a realizacdo C! de Nash—
Kuiper: o cilindro é progressivamente deformado em dire¢ao a um toro sem alterar a métrica intrinseca
no limite.

Teorema 9.5 (Nash — mergulho isométrico suave). Seja M™ wuma variedade diferencidvel de
classe C*, k > 3, munida de uma métrica Riemanniana suave gypr. Existe wm mergulho isomé-
trico f : M — R™ de classe C*. Na estimativa dimensional apresentada nas slides,

11

e, se M é compacta, pode tomar-se

_ m(3m +11)
= 5 .
A condigao isométrica é

g (u, v)p = dfplu] - dfy[v].

Nota 9.6. O primeiro resultado exprime a flexibilidade C' de Nash-Kuiper; o segundo é o te-
orema de mergulho isométrico suave de Nash. A condi¢do f*e = gps preserva comprimentos
e angulos dos vetores tangentes. Trata-se de uma isometria Riemanniana infinitesimal; nao se
deve confundi-la, sem hipoteses adicionais, com uma isometria bijetiva entre os espacos métricos
globais.

O teorema de Nash-Kuiper mostra a extraordinaria flexibilidade da categoria C*: sob as hipoteses
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classicas do teorema, uma imersio curta pode ser aproximada por imersdes isométricas C'. O me-
canismo geomeétrico é a introdugdo de oscilagoes ou corrugacoes cada vez mais finas. Elas aumentam
o comprimento infinitesimal enquanto a aplicacdo permanece proxima da imersao curta inicial. Esta
flexibilidade contrasta fortemente com a teoria suave, onde as equagoes de mergulho isométrico sao
muito mais rigidas.

O teorema de Nash para mergulhos isométricos suaves estabelece, por outro lado, que toda varie-
dade Riemanniana suave admite uma realizacao isométrica em algum espago euclidiano de dimensao
suficientemente grande. A mensagem conceptual é portanto:

‘ Whitney realiza a estrutura diferenciével; Nash realiza também a métrica. ‘

9.5 Comprimentos preservados e coordenadas na imagem

Se ¢ : M — RY ¢ um mergulho, podemos identificar localmente M com &(M). As fungdes coordenadas

ambientes 74 = ¢4 (p) restringem-se & imagem, enquanto uma carta (z',...,2™) fornece uma base
tangente
o€
0 = ——.
oz’

O teorema do rank constante permite escolher coordenadas ambientes adaptadas & imagem, nas quais
a subvariedade é localmente dada por

Se, além disso, £ é isométrica, entao
gij = 0i§ - 05§,

e o comprimento intrinseco de qualquer curva coincide com o comprimento euclidiano da sua imagem.

Notas historicas e bibliograficas

Nota bibliografica

Whitney mostrou que a estrutura diferenciavel abstrata pode ser realizada num espago euclidiano.
Nash introduziu uma mudanca de perspectiva decisiva: realizar simultaneamente a variedade e
uma métrica prescrita. O teorema C' de Nash e Kuiper tornou-se um paradigma de flexibilidade
geométrica e estd na origem das técnicas modernas de integracao convexa.
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Capitulo 10

Tensores, conexoes e derivacao
covariante

Numa variedade, vetores situados em pontos diferentes pertencem a espagos vetoriais diferentes:
u€Tp,M, veTyM, p#£q.

Nao existe, em geral, uma identificacdo canénica entre T,M e T, M. Por conseguinte, ndo ha uma
maneira intrinseca de formar v — u, de declarar que um vetor permaneceu constante ao longo de uma
curva ou de diferenciar diretamente um campo vetorial.

Em R™, esta dificuldade fica escondida porque todos os espagos tangentes se identificam natu-
ralmente com o mesmo espago vetorial R™. Uma conezrdo fornece a estrutura adicional que permite
comparar infinitesimalmente vetores em pontos vizinhos e definir a derivacao covariante. Permite
também transportar vetores ao longo de uma curva escolhida; em geral, o resultado depende dessa
curva.

10.1 Vetores, covetores e tensores

10.1.1 Do objeto geométrico as suas componentes

Fixemos p € M e escrevamos V = T, M, com dim V = n. Um vetor pertence a V'; um covetor pertence
ao dual V*, isto ¢, é uma aplicagdo linear w : V' — R. Se (e;) é uma base de V, a base dual (e*) satisfaz
i — S
e'(ej) = 6;. Escrevemos ‘ ‘ ‘
v =1'e;, w = w;e’, w(v) = wv'.

Adotamos a convencao de Einstein: um indice repetido uma vez em cima e uma vez em baixo é somado.
Em coordenadas locais, e; = 9/0z" e €' = dx".

A avaliacdo w(v) é independente da base. As componentes de v e de w mudam de modo com-
plementar, conservando o valor desta avaliacdo. Esta é uma primeira manifestacao da invariéncia
tensorial.

10.1.2 Definigao multilinear e campos tensoriais

Defini¢ao 10.1 (Tensor de tipo (r,s)). Um tensor de tipo (r,s) sobre V é uma aplicagao
multilinear

T:V*x-- - xV*xXVx.---xV —R.

r fatores s fatores

93
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Equivalentemente, T € V®" @ (V*)®s. Para (r,s) = (0,0), um tensor é um nimero real, chamado
escalar. A ordem total é r + s.

Num campo tensorial de tipo (0,0), este nimero depende do ponto e define uma fungdo suave
f: M — R, cujo valor é independente das coordenadas escolhidas.

Um vetor é identificado com um tensor de tipo (1,0) pela aplicagdo o — a(v); um covetor tem tipo
(0,1); uma forma bilinear tem tipo (0,2). Um endomorfismo de V' é uma aplicagao linear L : V — V|
isto é, uma aplicacdo linear de um espaco vetorial nele préprio. A cada endomorfismo L : V — V
associamos um tensor Ty, de tipo (1, 1), definido por

Tr(a,v) == a(Lv), aeV* wveV.

Esta aplicagao ¢é linear em cada argumento e determina inteiramente L: conhecer a(Lv) para todos os
covetores a permite recuperar o vetor Luv.
A meétrica é um tensor simétrico positivo definido de tipo (0, 2).
Em componentes,
T=T1"" e @ Qe Rel' @ @,

Um campo tensorial suave associa a cada p € M um tensor sobre T, M, com componentes suaves em
cada carta. Nao é necessaria uma conexao para definir um campo tensorial; a conexdo intervém na
sua derivagao covariante.

10.1.3 Mudanga de base e contragao
Se €} = B,e;, com B € GL(n,R), entdo

191ty R
T JiJs

Para bases coordenadas, BY; = 9x7/0z"". Esta lei exprime, em componentes, a independéncia do
objeto relativamente a base.

A contra¢ao de um indice superior com um indice inferior usa a avaliacao canénica V* xV — R e
produz um tensor de tipo (r — 1,s — 1). A métrica permite também baixar ou levantar indices:

v; = giv, w' = gw;, (9) = (gi5) "

Nota 10.2 (Mudangas entre bases ortonormadas). Se as duas bases sdo ortonormadas relativa-
mente ao mesmo produto interno, a matriz de mudanca de base B é ortogonal:

B~' =BT
Escrevendo as componentes em colunas, as leis de transformagao sao
[]=B"R], [W]=B"W]

Assim, neste caso, as componentes dos vetores e dos covetores obedecem & mesma lei numérica
de transformacao.

Esta coincidéncia nao elimina a distingao entre os objetos: um vetor pertence a V', enquanto um
covetor pertence a V* e é uma aplicagao linear de V em R.

Se as bases forem apenas ortogonais, mas nao ortonormadas, a matriz B nao é necessariamente
ortogonal e as duas leis de transformagao podem ser diferentes.
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10.1.4 Invariantes tensoriais: trago, determinante e métrica

Importa distinguir uma quantidade numérica de um escalar intrinseco: um ndimero calculado numa
base pode mudar quando a base muda.

Endomorfismos: transformagao por semelhanca. Se L(ej) = L"je;, a sua matriz transforma-se

segundo
L' =B 'LB.

Consequentemente,

(rl' =trL,  detL =detL.]

O traco L?; é uma contragio tensorial. O determinante também é um escalar intrinseco. Com efeito,
pela multiplicatividade do determinante,

det L' = det(B™'LB) = det(B™') det L det B = det L.

Os fatores associados & mudanca de base na entrada e na saida compensam-se.

Formas bilineares: transformacao por congruéncia. Parab:V xV — R, com b;; = b(e;, e;),
bi; = B*:B' by, b =BTbB.

Logo,

det b’ = (det B)? det b.

O determinante da matriz de uma forma bilinear nao é, em geral, um escalar intrinseco. Em particular,
det(g;;) depende da base, embora a métrica seja intrinseca. Uma forma bilinear define uma aplicagao
V — V*; ao contrario de um endomorfismo, a entrada e a saida nao pertencem ao mesmo espaco.

Exemplo 10.3 (A mesma métrica em duas bases). Em V = R2, seja g o produto interno
euclidiano. Na base usual, [g] = I e det[g] = 1. Na base €] = 2e1, €} = eq,

s=(50) w=(o§). ald=n

Por outro lado, a identidade L = Idy tem matriz I em ambas as bases, com trago 2 e determinante
1. A soma dos coeficientes diagonais da métrica passa de 2 a 5; também ela ndo é um escalar
intrinseco.

Levantar um indice para construir invariantes. Uma métrica g associa a qualquer forma bilinear
b o tnico endomorfismo L definido por

b(u,v) = g(u, Lv), u,v e V.

Esta convengao d&, mesmo quando b nao é simétrica,

L'y =g%bg,  [L]=[g)7"[b]-
Assim,
y det[b]
trL =g by,  detL = .
g 97 ¢ det[g]

Ambas as expressoes sao escalares intrinsecos, isto é, os seus valores sao independentes da base esco-
lhida.
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No traco, usamos a simetria de ¢*/; a contracdo de indices garante a invariancia. No quociente dos
determinantes, os fatores (det B)? do numerador e do denominador cancelam-se. Assim, embora det[b]
e det[g] nao sejam, em geral, escalares intrinsecos, o seu quociente é. A soma ), b;; coincide com o
trago métrico numa base g-ortonormada, mas nao numa base arbitraria.

Para b = g, obtém-se L = Idy: o trago métrico é n e o determinante relativo é 1. Numa superficie, a
segunda forma fundamental e a métrica determinam, com a convencao de sinal adotada para o operador
de Weingarten, o endomorfismo cujos autovalores sao as curvaturas principais; o seu determinante é a
curvatura de Gauss.

Ligacao a mecéanica e ao volume. Em dimensao trés, os invariantes principais de um endomorfismo
Sa0
I =trL, I = 3((tr L) — tx(L?)), I3 = det L.

Estes invariantes intervém na descricao das deformacoes e nas leis constitutivas isotropicas. Quando a
grandeza € inicialmente descrita por uma forma bilinear, a métrica fornece o endomorfismo associado.

O fator y/det(g;;) transforma-se por |det B|. Em coordenadas, esta transformacao compensa a de
|dzt A -+ A da™], produzindo a densidade de volume intrinseca

dV, = \/det(gi;) |dz' A -+ A da™|.

Numa variedade orientada, a orientacao permite representé-la pela forma de volume. O desenvolvi-
mento desta construgao serd retomado no capitulo dedicado ao volume e aos operadores de Hodge.

Nota 10.4 (Critério geométrico). O facto de uma expressao assumir um valor real nao garante
que seja um tensor de tipo (0,0). E a independéncia da base, expressa pela lei de transforma-
¢ao, que permite reconhecer um escalar intrinseco. Devemos distinguir o determinante de um
endomorfismo do determinante da matriz de uma forma bilinear.

10.2 Conexao e simbolos de Christoffel

Numa base coordenada g; = 0;, uma conexao é determinada pelos coeficientes Ffj definidos por

Vg, 9 =Tk

Estes coeficientes dependem das coordenadas. Para compreender essa dependéncia, consideremos

rimeiro coordenadas cartesianas (z1,. .., 2™) e coordenadas curvilineas (st,...,s™). Se g = Ox/0s*
) ) 9 b k

e (g') é a base dual, entdo

; ; st 9%aP

=9 Ongr = — .
nk =9 Ik > OxP Osmdsk

Diferenciando a identidade
5t = %37331
k l oz! Osk

em relagao a s™, obtemos a expressao alternativa

i 9%st Ozl 9x™
nk Oxlox™ Osn sk
l,m

(10.1)
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10.2.1 Lei de transformacgao

4 . .
Se (s") é um segundo sistema de coordenadas, os coeficientes transformam-se segundo

-
F;/k/ =

9s’ (1, 0s" dsk 9%
Ost "k osn 9sk T 9sn HsH

A presenga do termo com segundas derivadas distingue a lei de transformacao dos simbolos de Chris-
toffel da lei tensorial.

Demonstracdo. Pela expressao anterior,

ds™ Osk 9%st Oxl ™

i —

"k osn’ sk T dxldz™ Hs™ Osk

Por outro lado, aplicando a regra da cadeia a s* = s*(x(s')),

9%t dst  9Pz™ 0%st Ozl ™

As™ 9sk  dx™ Hs™ HsF + Oxlox™ Os' Osk'’

Somando as duas identidades, os termos com 82s/dz!dz™ cancelam. Multiplicando por ds’ /ds’ resta

st 92xm
Ox™ Os™ Osk'’

. ;!
que é precisamente I"!,,, na nova base. O

10.2.2 A conexao como estrutura geométrica

A lei precedente sugere uma definigdo intrinseca: uma conexao afim é uma operagao (X,Y) — VxY
que é C*°(M)-linear no primeiro argumento, R-linear no segundo e satisfaz

Vx(fY)=X(f)Y + fVxY.

Escolhida uma base coordenada, toda a conexao é codificada pelos I‘fj. A conexa@o é uma estrutura
independente da métrica; em particular, os seus coeficientes nao tém de ser simétricos nos indices
inferiores.

10.3 Derivagao covariante de vetores e covetores

Definigao 10.5 (Derivagao covariante de tensores). Uma operagio de derivagao covariante (ou
conexao diferencial) consiste na escolha de uma conexdo I' e de operadores lineares Ly, sobre
tensores tais que: Lpf = Orf para escalares; sobre vetores e covetores atua pelas formulas de
conexao; e satisfaz a regra de Leibniz

Ly U®V)=L,UQV +UQ L;V.
Escrevemos Ly = VL.

Definigao 10.6 (Derivada covariante sem coordenadas). Para campos vetoriais u, v, w, z e fun-
¢oes suaves f,g € C*°(M), a derivada covariante D,w é R-linear no campo derivado e C>°(M)-
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linear na diregao. Mais precisamente,
Dyytguw = fDyw + gDyw,
enquanto, no campo que é derivado,
Dy(fw+gz) = v(flw +v(g)z + fDyw + gDyz.

Em particular,
D,(fw) =v(f)w+ fD,w.

Assim, a conexao é tensorial na direcdo v, mas atua como uma derivacdo no campo w. Na base
_ Tk : = s
coordenada, Dy, g; = I'j;gx determina entao toda a operagao.

Se w = w'g;, entdo
V= Opw' g +w'Vy, g; = (8kwi + T;-kwj) 9i-

Portanto

Viw' = Opw’ + F;-kwj.

Para um covetor w = w;g’, a identidade g’[g;] = &} implica
Vig' = —Ti97,

e dai

— J
kai = 8kwi - Fikwj'

Estas formulas exprimem a correcao introduzida pelos termos de Christoffel nas derivadas ordinérias,
de modo que o resultado se transforme tensorialmente sob mudanca de coordenadas.

Dedugao pela covariadncia. Em coordenadas cartesianas, as componentes do gradiente de u sao
Ou!/0x7. Exigindo que o mesmo objeto seja um tensor de tipo (1,1) em coordenadas (s?),

i dst 0x7 oul
u 'k = .
T Ol Osk O
a’

Como ' = u!0s'/0x!, a regra da cadeia da

ou’ oxt  9%st 9™

~ ~n

Uik = @—u 9s™ Ozlox™ sk

Usando a férmula (10.1) para I'! , , obtemos novamente

ai;k = 8@1 + F;kﬂ"

10.4 Torgao

A lei de transformagdo dos simbolos de Christoffel contém derivadas segundas das mudangas de co-
ordenadas; por isso os I‘fj nao sao as componentes de um tensor. A parte antissimétrica, porém,
transforma-se tensorialmente. Isto conduz & torgao. A assimetria dos coeficientes inferiores define a
torgao. Intrinsecamente,

T(X,Y)=VxY - VyX — [X,Y].
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Em uma base coordenada, [g;, g;] = 0, e portanto
k k k
T%,; =15 -1

com esta ordem de indices. Equivalentemente, se se adotar a convengao oposta para Tkm todas as
formulas subsequentes devem mudar de sinal de modo consistente. Nas presentes notas manteremos a
definigao intrinseca acima.

Para uma familia de curvas (¢, s), escrevendo T = ;v e S = 047, tem-se

D,S — D,T =T(T,S),

pois [T, S] = 0 para os campos coordenados associados aos parametros (, s).

10.5 Derivada ao longo de curvas, transporte paralelo e geodé-
sicas

Defini¢ao 10.7 (Derivada covariante direcional). Se ¢ = £*gp e w = w'g;, define-se
ng =Dew = §kV£w = (§kV£wi)gi.

Uma conexao torna possivel derivar um campo V' (t) € T,y M mesmo que os valores de V' pertencam
a espacos tangentes diferentes. Em coordenadas,

WV
D,V = (dt +47V Fij) Ok.

Esta expressao é intrinseca apesar de cada termo separado depender das coordenadas. Se v : 1 — M
e V(t) = V¥ (t)gr é um campo ao longo de v, define-se

avh i
DV =V4V = <dt +47V rg) -

Um campo é paralelo ao longo de v se D,V = 0. Em geometria curvilinea, as componentes V* podem
variar, pois a propria base varia ao longo da curva.

Definigao 10.8 (Geodésica de uma conexao). Seja V uma conexao em M e
vy: I — M

uma curva suave. O seu campo velocidade ¢ 4(t) € T, M. Como definido anteriormente, a
conexao permite derivar campos vetoriais ao longo de 4. Em particular, podemos derivar o
proprio campo velocidade na diregao da curva, obtendo a aceleragao covariante

A curva vy chama-se uma geodésica da conexdao V se

Dy .
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Assim, uma geodésica é uma curva cujo vetor velocidade é paralelo ao longo da propria curva. Com

efeito, pela definigdo anterior de transporte paralelo, um campo V' ao longo de 7 é paralelo quando

DV
W—O.

Tomando V = 4, obtém-se precisamente a equagao das geodésicas. Em coordenadas,

Dy

0 < 4Tk ()% =0.
7 7+ T35

O transporte paralelo e a nogao de geodésica dependem apenas da conexdo. S6 depois de escolher uma
conexao relacionada com a métrica é que se obtém a geometria Riemanniana habitual das geodésicas.

10.6 Derivacao covariante de tensores

A conexao estende-se a todos os tensores impondo a regra de Leibniz e compatibilidade com contracoes.
Para um tensor contravariante de ordem dois,

U=U"9; ®0;,
temos
VU9 = 9, UY + T3, U% + 15, U™
Para um tensor covariante de ordem dois,
ViUi; = 0Uij — T.Ugj — T4, Uiy,
e para um tensor misto,
VgUik = 6@Uik + F;eUpk — FiéUip.

Os sinais correspondem & transformacao contravariante ou covariante de cada indice. A derivada
covariante estende-se a tensores pela regra de Leibniz. Para um tensor contravariante de ordem dois,

U= Uijgi ® gj,
temos
VU9 = 9,UY 4T3, U + T, U™
Com efeito,
Vi(UYg; @ g;) = (0kU7)gi @ g; + U7 Vigs ® g + U g; ® Vig;,

e a férmula resulta de Vig; = Fékgl ap6s renomear indices.
Para um tensor covariante U,;,

ViUij = 0xUsj — Tl Uy — T U,

e, para um tensor misto,
ViU, = U + T, UP, = TH U

A regra geral é simples: cada indice contravariante produz um termo +1I" e cada indice covariante um
termo —I.
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Gradiente covariante de um tensor. Se
U=U" 5,90 @ g, ®g" @ @g",

entdo a conexao atua pela regra de Leibniz em cada fator. O gradiente covariante é o tensor de tipo
(rys+1) o _
VU = (ViU 5, 5090 @+ @ g @ g~

Em particular, 3 B _ ) S
ViU = U + T U +T9,U%,

ViUij = OxUsj — DipUsj — T, Usg,
VU = 0,U'), + T8,UP, — TR, U,

Teorema 10.9 (Derivada covariante de um tensor (2,0)). Para U = U%g; ® g;,
ViU = (0U% + T UY +T9U*)g: ® g;.
Demonstracao. Pela regra de Leibniz,
Vi(U7g;® g;) = (06U7)g; ® g; + U (Vigi) ® g + U g; @ (Vig5).

Usando Vig; = ka ge € mudando os nomes dos indices mudos obtém-se a formula anunciada. O

10.7 Compatibilidade métrica e conexao de Levi-Civita
Uma conexao é compativel com g quando
Vg=0, isto é, Vigij = 0.
Neste caso a derivagao respeita o produto interno:
X9V, 2)=9g(VxY,Z)+g(Y,VxZ).

Ao longo de uma curva,
d
Consequentemente, se U e V' sdo paralelos, g(U, V) é constante; o transporte paralelo preserva com-

primentos e angulos.

Teorema 10.10 (Levi-Civita). Para toda métrica Riemanniana g existe uma unica conexio sem
torcao e compativel com g. Em coordenadas,

1
I = ig’d(aigej + 0;9it — 0u9ij)-

Demonstra¢ao. Baixemos o primeiro indice, I'y,;; = gngfj. A compatibilidade métrica da

0 = Vigij = Ongij — Uixge; — Trgie,

ou seja,
Okgij = Ujsir + Dij- (A)
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Permutando ciclicamente os indices,
0i9jk = Uksji + Tjikis (B)
9j9ik = Lizkj + Disiy- (€)
Como a conex@o é sem torgao, Ffj = Ffr Somando (B)+(C)-(A), os termos adequados cancelam e
resulta
2055 = Oigrj + 0j9ir — Orgij-
Finalmente, multiplicando por ¢*¢,

1
Ffj = 5gfk(aigkj + 09 — Ok gij)-

A formula determina a conexao univocamente e, por construgao, fornece uma conexao simétrica com-
pativel com g. O

Lema 10.11 (Conservagdo do produto interno). Seja V wma conexdo compativel com g, naio
necessariamente simétrica. Se & e n sao campos vetoriais transportados paralelamente ao longo
de uma curva vy, entao

d
%g(é,n) = 0.

Demonstracao. A compatibilidade métrica da

d
ag(& n) = 9(Vs&,n) +g(§,Vin) =0,

pois ambos os campos sao paralelos. Note-se que nao se usou a simetria da conexao. O

Conexoes métricas com torgao. Se V é outra conexao compativel com g, pode escrever-se
VxY = VLY + K(X,Y),
onde K é o tensor de contorsdo. A torcdo mede a parte antissimétrica de K:
TX,Y)=K(X,Y)—- K, X).

Assim, entre as conexdes métricas, a condigao 7' = 0 seleciona exatamente a conexao de Levi-Civita.

10.8 Conexao plana e preparacao para a curvatura

Defini¢ao 10.12 (Conexao Euclidiana ou afim, no sentido das slides). Uma conexao I' é dita
Euclidiana (ou afim) numa vizinhanca quando existe um sistema de coordenadas nessa vizinhanga
no qual I‘fj = 0 identicamente.

Nesse caso

V= 0;.
Pelo lema de Schwarz, as derivadas covariantes comutam:
(ViV; = V;V,))U =0.

Isto sugere a pergunta que conduz ao capitulo seguinte: o que mede, numa conexao geral, a falha de
comutagdo das derivadas covariantes? A resposta sera o tensor de curvatura de Riemann, juntamente
com um termo de tor¢ao quando esta nao é nula.
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Notas historicas e bibliograficas

Nota bibliografica

A nocao de transporte paralelo foi sistematizada por Levi-Civita no inicio do século XX. A for-
mulagao moderna separa trés estruturas que em exemplos elementares aparecem frequentemente
misturadas: a estrutura diferenciavel, a métrica e a conexao. A conexao de Levi-Civita é precisa-
mente o ponto de encontro entre as duas tltimas: é a tnica conexao simultaneamente métrica e
sem torcao.

Referéncias do capitulo

Nota bibliografica

T. Levi-Civita, “Nozione di parallelismo in una varieta qualunque e conseguente specificazione
geometrica della curvatura Riemanniana”, 1917.

M. P. do Carmo, Riemannian Geometry, Birkhauser.

B. A. Dubrovin, A. T. Fomenko e S. P. Novikov, Modern Geometry — Methods and Applications,
Part L.
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Capitulo 11

Curvatura de Riemann

No final do capitulo anterior vimos que, numa conexao plana, podem escolher-se coordenadas nas quais
I' = 0 numa vizinhanga e, portanto, as derivadas covariantes segundas comutam. A questao natural é
medir precisamente a falha desta comutacao numa conexao geral. E desta pergunta que nasce o tensor
de curvatura de Riemann.

11.1 Comutador das derivadas covariantes

Se w = w'd;, entdo
Viw' = Opw' + I'jpw?.

Como U', := Viyw' é um tensor do tipo (1,1), a formula do capitulo anterior da
VvV \Viw' = 81(8kwi + Fékwq) + F;l(akwp + Fkaq)
— P, (9" + Ffqu).
Expandindo,
Vlvkwi = 8l8kwl + Fflkalwq + F;lakw” + (8ll“ék)wq
+ Tl w? — T, (Gpw’ + T w).

Trocando k e [ e subtraindo, os termos simétricos cancelam-se. Obtemos

(Vlvk - Vkvl)wi = Tplkvai + Riqlkwq,

onde, com a convengao destas notas,
p  _ TP _ TP
TPy =Ty = Ty,

Riq = Ol — Okl + T T — T T

Assim, a nao comutacao possui duas origens distintas: a torcao e a curvatura. Para a conexao de
Levi-Civita, T = 0, e resta
(Vlvk- — Vkvl)wl = qulkwq.

Lema 11.1. Se Ry # 0, entdo a conexdo nio é Euclidiana numa vizinhanca e as derivadas
covariantes sequndas nao comutam.

Demonstragdo. E a contraposicao imediata da férmula do comutador: numa conexao Euclidiana em
uma vizinhanga, I' = 0 e as derivadas reduzem-se as derivadas parciais, que comutam. O
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11.2 Antissimetria, identidade de Bianchi e simetrias

Teorema 11.2 (Antissimetria e identidade de Bianchi). Temos sempre
R = —R' k.

Se a conexdo € simétrica, vale ainda a primeira identidade de Bianchi,

Riqkl + Riqu + Riqu =0.

Demonstracio. E suficiente verificar a identidade numa base coordenada. Tomando w = J, e usando

a formula do comutador, '
(ViVi = ViV1)0p = =R pr10;

com a convencao de indices adotada. Somando ciclicamente em p, k, [, 0 membro direito corresponde
a soma ciclica das diferencas

Vl(Vké)p - Vpak) + Vk(Vpé)l — Vlap) + V,,(Vlak — Vkal).

Como a torcao é nula, V0, = V,0; numa base coordenada. Cada paréntese é nulo, e a soma ciclica
de R desaparece. O

Para a conexao de Levi-Civita, baixamos o primeiro indice:
i
Rjqkr = gjiR gk

Lema 11.3 (Simetrias do tensor de Riemann). Para a conexdo de Levi-Ciwita, além da antissi-
metria nos dois ultimos indices, temos

Rjger = —Rgjni, R = Ryijq.

Demonstracdo. As slides demonstram explicitamente a primeira destas identidades. Fixando k,[ e
escrevendo A = V,;V,, — V.V, temos a partir da compatibilidade métrica. Fixando k,[ e escrevendo
A=V,V, — V.V, temos

g(Aw, w) = Rjgpqwiw?.

Por outro lado, como Vg = 0,

) = 2¢9(ViViw,w) + 2g9(Viw, Viw),
) = 2g(Vlew,w) + QQ(Vk’LU, Vlw).

Subtraindo e usando Schwarz, g(Aw,w) = 0. Por polarizagao, Rk + Rqjrt = 0. A segunda simetria é
registada nas slides como parte do lema e segue das simetrias anteriores juntamente com Bianchi. [

11.3 Bracket de Lie e formulagao intrinseca

A expressao anterior foi obtida em coordenadas. Para formular curvatura e tor¢ao sem escolher uma
carta, comecamos pelo bracket de Lie. Se U,V s@o campos vetoriais, define-se

U VIf=U0Vf)=VUf), [feC=(M).
Embora UV e VU separadamente nao sejam, em geral, derivagoes, a diferenca é. Com efeito,

(U VI(f9) = glU, VIf + fIU,V]g,
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isto é, [U, V] satisfaz a regra de Leibniz. Pela caracterizacdo dos campos vetoriais como derivagoes de
C°° (M), estabelecida no Capitulo 7, [U, V] define portanto um campo vetorial em M.

Lema 11.4 (Comutador em coordenadas). Numa base holondmica, se
Uu=0%, V=V,

entao

[U, V] = (U'9;V? — V'9,U%)0;.

Demonstracao. Aplicando UV — VU a uma fungao suave, os termos com segundas derivadas cancelam-
se pelo lema de Schwarz, restando exatamente a expressao indicada. O

Em particular [0;,0;] = 0. Uma base com esta propriedade chama-se holonémica; numa base geral,
o bracket dos vetores de base pode nao desaparecer.

Teorema 11.5 (Da expressdo indicial & formulacdo intrinseca). Numa carta local (2%, ..., x"),
escreva 5
o _ 1k

Com a convengao de indices destas notas, as componentes da tor¢do e da curvatura sao

/g TP _ 1P
le—rkz Flk

‘ Riq = 0T, — Okl + Ty T — Ty 0. ‘

Estas expressoes coordenadas correspondem exatamente as formulas intrinsecas

| T(&,m) = Vi = Ven +[€,m]]

‘ R[&,n]¢ = (VeVy =V, Ve)C + Vign)€- ‘

Mazis precisamente, para a base coordenada,

T(0k,01) = T? 110y, R0k, 80y = R 4110; = —R' u1,0;.

Assim, as formulas indiciais sao as componentes, numa carta, dos objetos geométricos definidos
pelas formulas intrinsecas.

Demonstracao. Comecemos pela torgao. Se
E :glau n:njaja
entao, pela regra de Leibniz da conexao,
Vi€ =1V, (£'0;)
=1 (0;8")0p + 0’ 'TT;0p,
enquanto
Ven =€V, (1 9))
= &£(0m")0p + £/ 150,
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Por outro lado, a formula coordenada do bracket da
[€,n] = (€0 — ' 0iEP) Dy
Substituindo na expressao intrinseca da torgao,

os termos que contém derivadas das componentes de ¢ e n cancelam-se. Depois de renomear indices
mudos, resta

T, n) = é“’“nl (le - ka)ap

Portanto

|77y, =13, —17,.|

Em particular, tomando £ = Jy e n = J;, obtemos
T(@k,al) =V,0, — V.0, = (Fil — ka)ap,

pois [0k, 0)] = 0. Isto estabelece explicitamente a passagem entre a formula intrinseca e a féormula
indicial da torgao.
Passemos & curvatura. Tomemos primeiro trés vetores da base coordenada,

=0, n=0, (=0,
Como [0k, d;] = 0, a defini¢ao intrinseca reduz-se a
R[Ok, 0110y = (Vi V| — V V)0,
Pela definicao dos simbolos de Christoffel,
Vi0y =T 0m.
Aplicando V, e usando novamente a regra de Leibniz,
ViVi0y = V(T 0m)
= (OkL'g1)0m + LT3 VO,

= (k') 00 + T4 17, k00

Do mesmo modo,
Vlvkaq = (c’hl“gk + F%F%l)aw

Subtraindo,
R[Ok, 01)0, = (6;61"(’;[ — ol + T The — o Zl)f)n.

Esta é a mesma informacao que a expressao indicial introduzida anteriormente, com a ordem dos
dois dltimos indices determinada pela convengao adotada. Com a notagao deste capitulo, a expressao
calculada é precisamente

\R[ak,al]aq = R"qklan.\

De facto, trocando k e [ na féormula indicial fixada anteriormente,

R" g = 0kl — 0L + U Ul — T Lk
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que coincide com o coeficiente obtido acima (os produtos escalares dos coeficientes de Christoffel
comutam). Pela antissimetria nos dois ultimos indices,

R" g = —R" i

Assim, a ordem dos argumentos R[0, 0;] corresponde & ordem (k,[) dos dois ultimos indices de R™gi;.
Resta explicar por que a verificagdo sobre os vetores coordenados basta. Tanto 7' como R sao
C°(M)-lineares em cada argumento. Assim, se

¢ = &roy, n=n'o, ¢ =10,

entao

T(&n) = E9'T(0x, )

k1

R[&, m|¢ = £’ CIR[Ok, D10y
Logo, conhecer TP e Riqlk numa carta equivale a conhecer os tensores T e R nessa carta. As
formulas intrinsecas definem os objetos geométricos; as formulas indiciais sao as suas representagoes
em coordenadas. O

Nota 11.6 (Sobre a convencao de sinais e indices). A literatura utiliza véarias convengoes para
a ordem dos argumentos de R e, consequentemente, para a ordem dos dois tltimos indices
de R'yr. Nestas notas mantém-se a convengdo fixada acima. O ponto essencial é conservar
simultaneamente a definigao intrinseca e a correspondente féormula indicial; a antissimetria nos
dois primeiros argumentos de R[¢, n] traduz-se na antissimetria dos dois indices correspondentes.

Se [¢,n] = 0, as formulas anteriores reduzem-se a
R[E, ¢ = (VeVy =V Ve)C, T[S n] = Vyé — Ven,

como salientado nas slides.

11.4 Bases holonémicas e anholonémicas

Uma base coordenada g, = 8/0x" ¢ dita holonémica; nela [g;, g;] = 0. Uma base geral {e;} nao tem de
provir de coordenadas e é entdo, em geral, anholondmica. Com a convengao destas notas, a expressao
da torcao contém também o termo de anholonomia:

k  _ 1k 9k
T%; =T + les, e]".
Escreva
m = m —~1m n
e = a1 gm, gn = apep, e™ =a",dx",
com matrizes inversas o e &. Entao
de™ = 0,a™, dat A dal.
Por outro lado,
n n —~m
lers ec] = (@P 10,0 — P 0pa™)a™ e,

Combinando as duas expressoes obtém-se

1
de™ = _5[617 ec]™el A el

Em particular, para a co-base coordenada e™ = da™, temos de™ = 0 e o bracket dos vetores de base
desaparece.



110 CAPITULO 11. CURVATURA DE RIEMANN

Operador de curvatura ao longo de uma curva. Para uma curva t — 7(¢), defina
Rx = R[Y, X]7.
Pelas simetrias do tensor de curvatura de Levi-Civita, este operador é auto-adjunto:
(RXvY)g = (RYvX)sr

Esta propriedade sera usada no estudo dos campos de Jacobi.

11.5 Dimensao dois e Theorema Egregium

Em dimensao m = 2, as simetrias do tensor de Riemann deixam essencialmente uma tinica componente
independente. Consideremos uma superficie regular de R? e, em torno de p, uma representacio em

grafico
(¢, 2®) — (a', 2%, f(a,2?)),

escolhida, de modo que p corresponda & origem e o eixo x® seja normal ao plano tangente. Assim,
f(0) =0, 9;f(0) =0.
A métrica induzida é
gij = 0i; +0i f 0; f,
logo
9i5(0) = dij, 9r9:;(0) = 0.

Pela formula de Levi-Civita, F%(O) = 0, e portanto no ponto considerado

Riqgk(()) =0 Zk(O) — 8k1“f1,3(0).
Baixando o primeiro indice e usando 9¢(0) = 0, obtemos

Riq[k (0) - 82Fiqk (0) - akriqf(o)a
onde, no ponto,

1
Dhij = i(aigkj + 0 ik — Okgij)-

Teorema 11.7 (Theorema Egregium de Gauss). Para uma superficie reqular de R3, em coor-
denadas ortonormais no ponto como acima,

‘K(p) = Ri212(p) = R2121(p)- ‘

Em particular, a curvatura de Gauss € uma grandeza intrinseca.

Demonstracdo. Substituindo a expressao de I'y;; na féormula de R e particularizando os indices, obtém-
se

1
Ri212(0) = 5{7322911 — 011922 + 2012912 }(0).
Como g;; = d;; + fif; e Vf(0) =0,
022911(0) = 2f12(0)%,  D11g22(0) = 2f12(0)?,

12912(0) = f11(0) f22(0) + f12(0)%.
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Consequentemente,
R1212(0) = f11(0) f22(0) — f12(0)* = det D*£(0).

Nestas coordenadas det g(0) = 1, e a segunda forma fundamental no ponto é representada por D?f(0).

Assim,
det I7(0)

R1212(0) = “det 1(0) = K(p).

Como o tensor de Riemann da conexao de Levi-Civita depende apenas da métrica, K é intrinseca. [

11.6 Curvaturas de Ricci e escalar
Contraindo o tensor de Riemann obtemos o tensor de Ricci
Ric;; = Rkikj,
e uma nova contragao fornece a curvatura escalar
Scal = g" Ric;; .
Em dimensao dois, toda a curvatura é determinada por K e

Lema 11.8 (Curvaturas escalar e de Gauss). Se M tem dimensdo dois, entdo Scal = 2K em
cada ponto.

Demonstracao. No ponto escolhem-se coordenadas ortonormais. As simetrias de R deixam Riz15 =
R2121 =Ke R1221 = R2112 =—-K. Contraindo,

Scal = gijgszgikj =2K.
Como ambos os membros sao escalares, a igualdade vale em qualquer sistema de coordenadas. O

Estas contragoes tornam-se fundamentais em dimensoes superiores, onde ji nao existe uma tnica
curvatura gaussiana capaz de codificar todo o tensor R.

Notas historicas e bibliograficas

Nota bibliografica

A curvatura de Riemann generaliza para dimensoes arbitréarias a descoberta intrinseca de Gauss.
As identidades algébricas do tensor e as suas contragdes, desenvolvidas no século XIX, fornecem
a linguagem que liga a geometria local & analise global e, mais tarde, a relatividade geral.

Referéncias do capitulo

Nota bibliografica

B. Riemann, Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen, 1854.
M. P. do Carmo, Riemannian Geometry, Birkhauser, 1992.
J. M. Lee, Riemannian Manifolds: An Introduction to Curvature, Springer, 1997.
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Capitulo 12

Campos de Jacobi

A curvatura de Riemann mede a nao comutagao das derivadas covariantes. Os campos de Jacobi
dao-lhe uma interpretagao dindmica: descrevem, ao longo de uma geodésica, a separagao infinitesimal
entre geodésicas vizinhas.

12.1 Variagoes de geodésicas

Considere uma aplicacao suave
v (t,s)—>y(t,s) e M

e os campos ao longo da superficie parametrizada
T = 0y, S = 0s7.

Para uma conexao sem torcao, os campos coordenados comutam e vale o seguinte resultado.

Lema 12.1. Para qualquer campo V' ao longo da variagao,

|(D,D, — D,D,)V = R(S,T)V.|

Demonstragao. Em coordenadas, escreve-se
DyD,V = 05,0,V*0y, + 0,V* D0y, + 0,V* D, 0 + V¥ DD, 0y,

e uma expressao anéloga para D;DsV. Os termos com derivadas ordinarias cancelam-se e resta preci-
samente a agao da curvatura sobre V. O

A formula é a versao ao longo da variacao da identidade do capitulo anterior.

12.2 Equacao de Jacobi

Teorema 12.2 (Equagdo de Jacobi). Se t — v(t) € uma geodésica e J é o campo variacional
proveniente de uma varia¢ao por geodésicas, entdo

| D27 = R(3,7)% |
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Demonstrag¢ao. Suponha que, para cada s, t — (¢, s) é uma geodésica. Entao
DtT == 0

Derivando em s,
0=D,D,T.

Pelo lema anterior,
D;D:T = D:D;T + R(S,T)T.

Como a torgao é nula, D,T = D;S. Portanto
0= DtDtS + R(S, T‘)T‘7

ou, usando a antissimetria de R nos dois primeiros argumentos segundo a convengao adotada,

| DEJ = R(3. )4, |

onde J(t) = S(¢,0) é o campo de Jacobi associado & variagao. O
Em coordenadas geodésicas centradas em p, considere a variagao
Y(t,5) = exp, (t(V + sW)).

Entao J(0) =0e
D,J(0) =W.

No modelo plano, R = 0 e a equagao reduz-se a D?J = 0: geodésicas vizinhas separam-se linearmente.
A curvatura é exatamente o termo que modifica esta separagao.

12.3 Derivadas de g(J, J)
Para tornar quantitativa esta observacao, ponha

f(t) =g(J(),J(1)).

Como a conexao é métrica,

f'=29(DyJ, J).

Usando a equagao de Jacobi,
f,/ = QQ(R‘L J) + Zg(DtJa DtJ)7

onde abreviamos RJ := R(¥, J)7. Derivando novamente,
f® =2¢g((DyR)J, J) + 8g(RD,.J, J).
Uma nova derivagao da
f® =29((D?R)J, J) +129((D:R)D;J, J) + 8g(RJ, RJ) + 8g(RD,.J, D;.J).
Se J(0) = 0 e DyJ(0) = W, entdo
fO)=f(0)=0,  f'(0)=29W, W),  fP0)=0,

FO(0) = 8g(RW, W) = —8g(R(W,4)7, W).
A derivada seguinte fornece, com as mesmas convengoes,
FO0) = =20 g((DeR) (3, W)W, 4).

Estas identidades mostram explicitamente em que ordem a curvatura e a sua derivada entram na
expansao da métrica.
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12.4 Aproximacao da métrica pela curvatura

Teorema 12.3 (Aproximagao da métrica pela curvatura). Em coordenadas geodésicas centradas
em p,

1 1
gij(x) = ;5 — gRiklj(p)xkxl — 6(VmRiklj)(p)mkxl$m + O(|x|4).

Demonstragdo. Escolha coordenadas normais em p, de modo que g;;(p) = d;; e as geodésicas radiais
sejam linhas ¢t +— tx. Para W = W'0;, considere o campo de Jacobi proveniente da variagao das

geodésicas radiais. Entao o
f(t) =g, (tx) W W,

Por Taylor,

(o)
f =Y ! a'(o) t* + O(t%).
a=1 :

Substituindo as derivadas anteriores,

.8 o

f(t) = 26;;W'WI — = Ry Wi it
J 4| J

20

5!

Como 8/4! =1/3 e 20/5! = 1/6, tomando ¢t = 1 obtemos

(Vo Riggy) e 2t a™WIW IS + O(t5)x|*).

1 1
gij(x) = 05 — gRiklj (p)a*at — g(vaiklj)(p)mkl'll‘m + O(|z|Y).

12.5 Leitura geométrica

Em coordenadas normais, a métrica é euclidiana no ponto e as suas primeiras derivadas desaparecem.
O primeiro desvio intrinseco da geometria euclidiana aparece, portanto, na ordem quadratica e é
governado pelo tensor de Riemann. A ordem cibica é governada pela derivada covariante da curvatura.
Esta expansao fecha o percurso iniciado com Gauss: além da sua interpretacgao através de uma imersao,
a curvatura controla diretamente a maneira como a propria métrica se afasta localmente da geometria
plana.

12.6 Uma abertura aos sistemas integraveis

A geometria diferencial fornece também a linguagem natural para formular principios fundamentais
da dinAmica. Apresentamos aqui apenas as nocoes de integral primeira, independéncia funcional e
involucao, suficientes para compreender o ponto de partida do teorema de Arnold-Liouville. O objetivo
nao é desenvolver a teoria dos sistemas hamiltonianos, mas mostrar como conceitos jé introduzidos
para variedades, campos vetoriais e diferenciais de fungoes reaparecem num problema dindmico.

12.6.1 Integrais primeiras e independéncia funcional

Seja M uma variedade diferenciavel e X € X(M). Uma trajetoria do sistema definido por X é uma
curva 7 tal que ¥(t) = X, ).
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Definicao 12.4 (Integral primeira). Uma fungao F' € C°°(M) chama-se integral primeira de X
se é constante ao longo das suas trajetorias. Equivalentemente,

| XF =dF(X)=0.|

De facto, pela regra da cadeia,

d

%F(W(t)) = dFy ) (Y(t)) = dFy ) (Xy)) = XF((1)).

Exemplo 12.5 (Rotacgdo no plano). Em R?, considere

X=- F(z,y) := 2% +9°.

You +x%,

Entao XF = —2zy + 2zy = 0. Logo F' é uma integral primeira e as trajetérias permanecem nos
conjuntos de nivel F'~1(c), que para ¢ > 0 sdo circunferéncias.

Definigao 12.6 (Independéncia funcional). As fungées Fi, ..., Fy € C*(M) dizem-se funcio-
nalmente independentes em p € M se

dFi(p),...,dFy(p) € TyM

sdo linearmente independentes. Equivalentemente, a aplicacio F := (Fy,...,Fy) : M — R* tem
posto k em p.

Se ¢ € R* & um valor regular, o teorema do valor regular mostra que F~!(c) é uma subvariedade de
codimensdo k. Se todos os F; sdo integrais primeiras, cada trajetoria que comega em F~1(c) permanece
nesse nivel comum.

12.6.2 Involugao e o teorema de Arnold—Liouville

Para formular a segunda nocao é necesséaria uma estrutura adicional. Uma variedade simplética é uma
variedade M de dimensdo par 2n munida de uma 2-forma w fechada e ndo degenerada. O calculo das
formas diferenciais sera desenvolvido na Parte C; aqui antecipamos apenas esta estrutura.

A cada F € C*° (M) associa-se o campo hamiltoniano Xz, definido, com a convengao aqui adotada,

por

A néo degenerescéncia de w garante a existéncia e unicidade de Xp. Para F,G € C*°(M) define-se o
crochet de Poisson

\{F, G} = w(XF,XG).\

Assim, XGF = dF(X(;) = {F,G}

Definigao 12.7 (Fungoes em involugao). Duas fungoes F,G € C*° (M) dizem-se em involugdao

.

Uma familia Fi, ..., F, esta em involucao se {F;, F;} = 0 para todos os i, j.
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A condicao {F;, F;} = 0 significa, em particular, que F; é constante ao longo do fluxo hamiltoniano
de Fj. Os campos hamiltonianos correspondentes comutam, o que permite construir uma aggo local
de R™ nos niveis comuns.

Teorema 12.8 (Arnold-Liouville, forma geométrica). Seja (M?",w) uma variedade simplética e
sejam Fy,..., F, € C®°(M) fungdes funcionalmente independentes e duas a duas em involugao.
Seja ¢ € R™ um valor regular e suponha que uma componente conera N. de F~*(c) é compacta.

Entao
Mauais precisamente, os campos Xp,, ..., Xp, geram em N, uma acdo de R™ e existe um reticulado

I' C R” tal que
N.~R"/T'~T".

Localmente em torno desse toro existem coordenadas de a¢ao—dngulo, nas quais os movimentos
hamiltonianos integrdaveis se tornam lineares nas varidveis angulares.

O mecanismo geométrico pode ser lido diretamente nas hipdteses. A independéncia dos dF; produz
um nivel comum de dimensao n; a involucao torna os Xr, tangentes a esse nivel e faz com que comutem;
os seus fluxos definem uma agao de R™. Na componente compacta e conexa, os periodos formam um
reticulado T' de posto n, e o quociente R™/T" é um toro.

Esta abertura mostra como nogoes locais — diferenciais, independéncia linear no cotangente, cam-
pos vetoriais e fluxos — se combinam para produzir uma conclusao global sobre a topologia de uma
variedade invariante. E também neste sentido que o teorema de Arnold-Liouville constitui um exemplo
particularmente rico de uma demonstragao que pode servir de fio condutor para introduzir progressi-
vamente os conceitos que utiliza.

Notas histoéricas e bibliograficas

Nota bibliografica

A equagado de Jacobi descreve a linearizacao da equacgdo geodésica e fornece uma das interpre-
tacOes mais eficazes da curvatura: a curvatura controla a separacao de geodésicas infinitamente
proximas. Os campos de Jacobi sao também a ferramenta natural para estudar pontos conjugados
e o diferencial do aplicagao exponencial.

Referéncias do capitulo

Nota bibliografica

M. P. do Carmo, Riemannian Geometry, Birkhauser, 1992.
J. M. Lee, Riemannian Manifolds: An Introduction to Curvature, Springer, 1997.
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Capitulo 13

Algebra exterior e formas diferenciais

13.1 Da geometria multilinear as formas

As variedades diferencidveis fornecem o espaco geométrico e os espagos tangentes T, M fornecem a
estrutura linear local. As formas diferenciais sdo os objetos que permitem combinar esta estrutura
com operagoes intrinsecas de derivagao e integragao. O objetivo desta parte é construir a sequéncia

algebra exterior — formas diferenciais — d — integracao — Stokes.

Esta linguagem serd também essencial para formular de modo independente das coordenadas os ope-
radores cléssicos do célculo vetorial.

Definigao 13.1 (m-vetor e espago A, (V)). Seja V um espago vetorial real de dimensdo N e
seja m > 1. Um m-vetor simples é um simbolo

VLA A U,y ViyevosUm €V,
que é multilinear e alternado nos vetores vy, ...,v,,. Em particular,
VIA AN ANUN AUy = =01 A AUGA - AV A N U,

e o produto é nulo sempre que os vetores sao linearmente dependentes.
O espago vetorial gerado pelos m-vetores simples, sujeito a estas relagoes de multilinearidade e
alternancia, é denotado por

Ap(V)

e chama-se espago dos m-vetores de V. Por convengao, Ag(V) :=R.

Esta é a notacao utilizada para distinguir desde o inicio vetores e covetores: o indice inferior em
A (V) corresponde aos m-vetores. Se (eg,...,en) é uma base de V, entdo

{eq Nooonei, 1 1<ip <o <ip <N}
é uma base de A, (V). Consequentemente,

N

dim A, (V) = ( ), 0<m<N,

e A (V) = {0} para m > N.
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Exemplo 13.2 (m-vetores simples e ndo simples). Em R3, e; A ey é um 2-vetor simples e
representa um elemento de area orientado. Em R*,

erNey+e3Neyg € AQ(R4)

é um 2-vetor que nao é simples: nao pode ser escrito como um tnico produto u A v.

Definig¢ao 13.3 (m-covetor e espago A™(V*)). Um m-covetor sobre V é uma aplicagdo multi-
linear alternada
w: V™ — R, V=V x...xV.
—_————

m vezes

Assim, w recebe m vetores de V' e associa-lhes um niimero real,
(V15 Om) — wW(V1, .o, U).

A multilinearidade significa que w é linear em cada argumento quando os restantes sao fixados;
por exemplo,

w(av + bw,va, ..., V) = aw(v,va, ..., 0n) + bw(w, vy, ..., Uy).

A alternincia significa que w(vy,...,v,) = 0 sempre que dois argumentos coincidem. Equiva-
lentemente, a troca de dois argumentos muda o sinal:

Mais geralmente, para toda a permutagao o € S,

WV (1)) - -+ > Vo(m)) = 880(0) W(V1, . - -, Umm).

O espago vetorial de todos os m-covetores é denotado por

‘Am(V*) ={w: V"™ — R:w ¢ multilinear e alternada}. ‘

Por convengao, A°(V*) :=R.
Proposicao 13.4 (Dualidade entre m-vetores e m-covetores). Todo m-covetor w € A™(V*)
define de maneira tinica uma forma linear sobre Ay, (V') por

wlor A Aoy = w(vg, ..o o).

Reciprocamente, toda forma linear sobre A, (V) determina deste modo um m-covetor. Portanto
eriste uma identificacao candnica

ATV = (A (V).

Demonstragiao. A multilinearidade e a alternincia de w garantem que o valor w(vy,...,v,;,) respeita
exatamente as relagoes que definem A,,(V); por isso a expressdo acima depende apenas do m-vetor
v1 A -+ A vy, e prolonga-se linearmente a A, (V). Reciprocamente, se L € (A,,(V))*, a aplicagdo

(V15 Om) — L(vy Ao Avp)
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¢ multilinear e alternada, logo ¢ um elemento de A™(V*). As duas construgoes sdo inversas uma da
outra. O

Exemplo 13.5 (Graus 1, 2 e 3). Para m = 1, a condigdo de alternincia é vazia e um 1-covetor
é simplesmente uma forma linear; portanto A*(V*) = V*. Por exemplo, em R?, se

U = (u17u27u3)7

entao
a(u) == 2ut — u? + 3u°

define um 1-covetor, isto &,
a = 2dz' — dx® + 3da>.

Em R2?, a aplicacio
w(u,v) := det u vy ulv? — ol
) L U2 ’02 -
é um 2-covetor: mede a area orientada do paralelogramo gerado por u e v. Em R3, a aplicacio
Qu, v, w) = det(u, v, w)

é um 3-covetor e mede o volume orientado do paralelepipedo gerado por u, v, w.

Exemplo 13.6 (Alternancia e dependéncia linear). Se v = (1,2) e v = (3, 1), entdo
w(u,v)=1-1-2-3 = -5, w(v,u) =5=—w(u,v).

Além disso, w(u,u) = 0. Mais geralmente, uma aplicagdo multilinear alternada anula-se sempre
que os seus argumentos sio linearmente dependentes. Assim, se v = Au, entao w(u,v) = 0.

Se (e1,...,ey) é uma base de V e (e!,...,e") a base dual, entdo a base de A™(V*) dual da base
e, N Ne;, de Ay (V) @

{e" A Aem i1 <ip <--- <y <N}

Em particular,

m

dim A™(V*) = dim A, (V) = (N>

E importante distinguir o grau m da dimensido N de V. Por exemplo, em V = R? existem 1-, 2-
e 3-covetores. Se m > N, entdo A™(V*) = {0}, pois quaisquer m vetores de V sdo linearmente
dependentes.

Nota 13.7 (Formas de grau maximo). Se dim V' = N, entéo

= (V) 1

Se (e!,...,eN) é uma base de V*, segue que
AN(V*) = span{e! A---AelV}.
Assim, todo N-covetor w € AN (V*) se escreve de maneira tinica como

w=xetA---nel, A eR.
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Em particular, se 4 € AN (V*) é ndo nulo, entdo y é uma base desse espago unidimensional e todo
N-covetor é um maultiplo tnico de u. Esta observagao sera utilizada mais adiante na definigao
intrinseca da divergéncia a partir de uma forma de volume.

Definigao 13.8 (Produto exterior). Se ay,...,a, € V*, define-se

m

(a1 A= ANam)(V1, .., 0m) = det(ai(vj))i,jzl.
Por extensao bilinear obtém-se

A AT(V*) x AS(V*) —s AT+ (V).

Exemplo 13.9 (dz A dy e area orientada). Em R?, sejam o = dz e 3 = dy. Para
u = (u',u?), v = (v v?),
temos
(dx A dy)(u,v) = det (Zzgzg z;g;) =ulv? — w0l
Tomando v = (3,2) e v = (1, 3),
(dx Ndy)(u,v) =3-3—-2-1=T.
O valor 7 é a area orientada do paralelogramo gerado por u e v. Invertendo a ordem,
(dx A dy)(v,u) = =7,

e, se os dois argumentos coincidem,

(dx A dy)(u,u) = 0.

Exemplo 13.10 (Calculo algébrico em R?). Se
a=2dx+ 3dy, B =dx—2dy,
entao, pela bilinearidade e pela alternéancia,

aAf=(2dx+3dy) A (dz —2dy)
=2dx Ndx —4dx Ndy+3dy Ndx —6dy N\ dy
= —T7dx N\ dy,

poisdz ANdx =dy ANdy =0 e dy Adez = —dz A dy.

Exemplo 13.11 (Um produto exterior em R?). Se
a = dx, B8 =2dy+ 3dz,

entao
aAfB=2dxNdy+3drAdz.
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Para u = (1,2,0) e v = (0,1,1),
(dx A dy)(u,v) =1, (dx ANdz)(u,v) =1,

¢ portanto

(a A B)(u,v) = 5.
Exemplo 13.12 (2-covetores em R3). Como

daim 4%(®)) = (3) =3

todo o 2-covetor em R? escreve-se de maneira Gnica como

w=AdexANdy+ BdyNdz+ Cdz A dx.

Os trés termos medem &areas orientadas projetadas, respetivamente, sobre os planos xy, yz e zx.
Por exemplo,
w=2dxNdy —3dy Ndz+dz Ndx

é um 2-covetor concreto em R3.

Exemplo 13.13 (Produto exterior de trés 1-covetores). Em R3,

ul vl ow!

(dz A dy A dz)(u,v,w) = det [ u? o2

ur v wd

g
o

Assim, dx A dy A dz mede o volume orientado. Para
u:(]"030)7 U:(]‘72’O)7 w:(]‘7]‘?3)7
obtemos
(dz A dy A dz)(u,v,w) = 6.
Exemplo 13.14 (Quando o produto exterior se anula). Se o = dz + 2 dy, entao

aAa=(dz+2dy) A (dx+2dy)
=dxNdx+2dx ANdy+2dy ANdx +4dy N dy = 0.

Mais geralmente, se 3 = A, entao a A f = 0. O produto exterior deteta assim a dependéncia
linear entre 1-covetores.

Proposicao 13.15 (Regras do produto exterior). Para formas homogéneas «, 3,7,
(aAB)Ay=aA(BA7), ahNB=(-1)"BAa,

sedega =r edegf =s. O produto € distributivo relativamente a soma.
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Demonstra¢ao. Comecemos por formas decomponiveis. Se
a=ai N Nay, B=0by N Abs, Yy=c1 ANy,
com a;,bj,c, € V*, entao, pela definicdo do produto exterior,
(aAB)Ay=a1 A Nap Aby A~ AbsAci A+ Ay
A mesma expressao é obtida agrupando primeiro os ultimos fatores, pelo que
(@ANB)ANy=aA(BAY).

Por linearidade, a identidade vale para formas homogéneas arbitrarias.

Para a comutatividade graduada, ainda no caso decomponivel, passar o bloco a1, ..., a, através do
bloco by, ...,bs exige rs trocas de 1-covetores. Cada troca muda o sinal, uma vez que a Ab = —b A a.
Consequentemente,

aNf=(-1)"BAa.

Novamente, a bilinearidade permite concluir para formas homogéneas quaisquer. Em particular, para
1-covetores,
aANb=—-bAa, aNa=0.

Finalmente, a distributividade é uma consequéncia direta da bilinearidade do produto exterior. Por
exemplo,
(a+a)ANB=anp+aNp,

e, analogamente, _ B
aN(B+B8)=aAB+anp.

Isto demonstra as regras enunciadas. O

Nota 13.16. Os exemplos anteriores evidenciam trés aspetos da mesma construgao:

’alternéncia +— determinante <+—  volume orientado.

Em R?, dz Ady, dy Adz e dz Adx representam elementos de area orientada, enquanto dx A dy Adz
representa o elemento de volume orientado.

13.2 Formas diferenciais numa variedade

Passamos agora da algebra exterior de um tunico espago vetorial para uma variedade diferenciavel.
Para cada p € M, o espaco dual do espago tangente é o espago cotangente

TFM := (T,M)*.

Os seus elementos sao os covetores em p. Fazendo variar p, obtemos o fibrado cotangente

T°M:= | | T;M = | {p} x Ty M,
peM peEM

que ¢é o fibrado vetorial dual do fibrado tangente T'M.
Antes de prosseguir, explicitemos o significado dos covetores dx*. Em R"”, as fun¢oes coordenadas

' :R” — R, (2t .. 2" = 2t
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sdo simplesmente as projecoes sobre os eixos coordenados. A sua diferencial num ponto z € a aplicacao
linear
da! : T,R" ~R" — R

definida por

’dmi(vl,...,v") =’

Assim, dx! extrai a i-ésima componente de um vetor tangente. Em coordenadas cartesianas esta
aplicagao linear nao depende do ponto x e escreve-se simplesmente

Em particular, em R?,

‘dw(a, b) = a, dy(a,b) = b. ‘

Esta interpretacio coincide com a nocao de base dual. Em coordenadas locais (z?,...,z") numa

variedade, a base
o 9
Oxl’ " dzn

de T, M possui a base dual (dz',...,dz") de Ty M, caracterizada por

Consequentemente, se v = v7 52, entdo da’(v) = v': o covetor dz’ continua a desempenhar o papel de
projecao sobre a i-ésima componente.

Aplicamos agora, fibra a fibra, a construgdo anterior. Para cada p € M, A, (T,M) é o espago
dos m-vetores tangentes em p e A™(T M) & o espago dos m-covetores em p. Definimos os fibrados
exteriores

AnTM = | | An(T,M),  A™T*M := | | A™(T;M).
peEM peEM

A fibra de A™T™ M sobre p é, portanto,
(A™T* M), = A™ (T3 M) = (Aw(T,M))".

Se dim M = n, esta fibra tem dimensao (TZ)

Definig¢ao 13.17 (Forma diferencial). Seja M uma variedade diferencidvel. Uma m-forma dife-
rencial suave em M é uma seccdo suave do fibrado A™T™M; isto é, uma aplicacao

p— wp € A™(T; M).

O espago destas formas é denotado por Q™ (M).

Em coordenadas locais (z?,...,2"),
w= E Wiy eoiyy, ATV A - A dz™.
1< <

i - é a v - v
Assim, uma 0-forma é uma func¢ao suave, uma 1-forma atua sobre vetores tangentes, e uma forma de
grau maximo é o integrando natural sobre uma variedade orientada.
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Nota 13.18 (Mudanga de coordenadas). O produto exterior incorpora automaticamente o deter-
minante jacobiano. Por exemplo, se © = z(u,v) e y = y(u,v),

O(z,y)
d(u,v)

O sinal do jacobiano regista simultaneamente a mudanga de escala e a orientagao.

dz A dy = du A dv.

13.3 O diferencial exterior

Definigao 13.19 (Diferencial exterior). Para f € C*°(M) = Q°(M), define-se df pela relagio
dfp(X) =X, X eT,M.

Em coordenadas, df = 0, f dz*. Para uma forma local
w = Z wy dz!,
I

define-se
dw = Zdwl Adz!.
I

Assim,
d: Q™M) — Q™TH(M).
Proposicao 13.20 (Propriedades fundamentais). Se o € Q"(M) e § € Q°(M), entdo
dla+ B) = da + dp,

dlaAB) =dan B+ (1) aAdB,

Demonstra¢ao. As duas primeiras propriedades seguem da defini¢do local e da regra de Leibniz para
as funcgoes coeficientes. Para a terceira, basta considerar um termo w = fdx"™ A --- Adz'". Entao

dPw = OL0; f dz® A dz? Adx™ A - A dat

A matriz (0,0;f) é simétrica, enquanto dz* A dxd & antissimétrico; os termos cancelam-se dois a
dois. O

13.4 Formas fechadas e exatas

A identidade d? = 0 é o ponto de partida para distinguir duas nocoes fundamentais.

Definicao 13.21 (Formas fechadas e exatas). Uma forma w € Q™(U) é fechada se

dw =0,
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e é ezata se existe a« € Q™ 71(U) tal que

w = dao.

Como d? = 0, toda forma exata é fechada. Convém demonstrar esta identidade em coordenadas,
pois é precisamente a alternancia do produto exterior que faz desaparecer as derivadas segundas.

Teorema 13.22 (Identidade d?> = 0). Se ¢ € uma m-forma diferencial de classe C* num aberto

U c RV, entio
d(d¢) = 0.

Demonstrag¢ao. Comecemos pelo caso m = 0. Entdo ¢ = f é uma funcio de classe C? e

N
of i
df =3 o da
i=1

Aplicando novamente d,
N

o2 f

j i
1 927 O dx? A dx.

d(df) =

i,j=
Os termos com ¢ = j sdo nulos, pois dz’ A dz’ = 0. Para i # j, agrupando os termos correspondentes
aos pares (4,7) e (j,1), obtemos

( 2f 2f

_ A g —
2105 8:z:i3mj> drt e =0,

pelo teorema de Schwarz. Logo d(df) = 0.
Consideremos agora uma m-forma. Por linearidade, basta tratar um termo
¢ = fdxt Ao Adaim,
Temos

dp =" fjdal Nda™ Ao Ada',
J

e portanto
d(de) =Y fjkda® Ada? Ada™ A A dat
Jik
Se algum dos indices se repete, o produto exterior correspondente é nulo. Nos restantes termos, a
troca j <» k muda o sinal do produto exterior,

dz® A da? = —da? A dz®,
enquanto f ;i = f ;. Os termos cancelam-se dois a dois. Assim,
d*¢ = 0.

Por linearidade, o mesmo vale para qualquer m-forma ¢. O

Nota 13.23 (Terminologia). A identidade d? = 0 é por vezes apresentada juntamente com o lema
de Poincaré. Distinguiremos aqui os dois resultados: d?> = 0 é a identidade fundamental do
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diferencial exterior, enquanto o lema de Poincaré afirma localmente a reciproca relevante, isto é,
que uma forma fechada de grau positivo é localmente exata.

13.5 Push-forward de vetores

Se I': M — N é diferenciavel, a sua diferencial transporta vetores tangentes no sentido da aplicagao.
Esta operagao sera usada mais tarde para comparar campos vetoriais e movimentos em variedades
diferentes.

Definicao 13.24 (Push-forward de um vetor). Para X, € T,M, define-se
Fu Xy, = dFp(Xp) € Trp)N.

Identificando vetores tangentes com derivagoes,

[(F.X,)(f) = Xp(fo F),  feC®(N) |

Em coordenadas z = (z',...,2™) em M ey = (y*,...,y") em N, escrevendo
ax,L? PR ) b)
obtém-se
oF® _ .
F.X)* = ~ X"
(FX)" = -

A matriz do push-forward é, portanto, a matriz jacobiana de F.
Exemplo 13.25 (Uma aplicagao linear). Considere
F(z,y) = 2z +y,z —y).

Para X = 30, — 0y,

Logo
F.X = 58y1 —+ 48y2.

Para covetores e formas diferenciais a diregdo natural é a oposta. Se « é um covetor em F(p),
podemos fazé-lo atuar sobre F} X,; obtemos assim um covetor em p.

13.6 Homotopias, pull-back e derivada de Lie

13.6.1 Homotopias

Definicao 13.26 (Homotopia). Sejam fo, f1 : U — V duas aplicagbes continuas. Uma homoto-
pia entre fy e fi é uma aplicagdo continua

F:[0,1]xU —V
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tal que
F(0,z) = fo(z), F(l,z)=fi(z)

Escrevendo Fy(z) := F\(t,x), a familia (F})o<¢<1 descreve uma deformacao continua de fo em fi.

Se U C RY ¢ estrelado relativamente a 0, a familia
Fy(z) = tx, 0<t<1,

é uma homotopia entre a aplicagéo constante Fy(x) = 0 e a identidade F; = Id. A condigdo de dominio
estrelado garante precisamente que tx € U para todo « € U e todo t € [0, 1].

13.6.2 Pull-back de formas diferenciais

Antes de comparar formas ao longo de uma deformagao, precisamos de uma operagdo que permita
transportar uma forma situada no espago de chegada para o espago de partida.

Definigao 13.27 (Pull-back de uma forma diferencial). Seja F' : M — N uma aplicagao dife-
renciavel e seja w € Q™ (N). O pull-back de w por F é a m-forma F*w € Q™ (M) definida, para
peEMewq,...,vn €1T,M, por

(F*w)p(v1,. .., Um) = wp(p) (dFpu1, . . ., dFpum).

A diferencial atua no sentido da aplicagao,
dF, : TyM — Tp@) N,
enquanto o pull-back atua no sentido oposto sobre as formas,
F*: Q™(N) — Q™(M).

Esta inversao do sentido é precisamente o que permite comparar, no mesmo ponto de partida, grandezas
covariantes definidas em pontos diferentes.
Antes do exemplo, recordemos que, para uma aplicacao

F=(F',...,F™):R" — R™,

a diferencial é a aplicagao linear

dF,(v) = DF(z)v,  DF(z)= (%Z ’ (m)).

Exemplo 13.28 (Célculo diretamente pela definigdo). Considere
F:R* —R*  F(z,y) = (a%y),

onde denotamos por (u,v) as coordenadas no espago de chegada. Temos F! = 22, F?2 =y e

2¢ 0
dF(wjy) = <0 1) , ‘dF(w,y) (a,b) = (Z.TCL,Z)).

Como os covetores coordenados no espaco de chegada sao as projegoes

du(y,p (c,d) = c, dv(yw (c,d) = d,
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a definicao de pull-back da

(F*du)(z,y)(a,b) = du(y2 ) (2xa,b) = 2xa,
(F*dv) (z,y)(a,b) = dv(y2 ) (22a,b) = b.

Logo,

‘F*duz?xdaz, F*dvzdy.‘

Para a 1-forma w = u dv, usando diretamente a definigao,

(F*w) (4,4 (@, b) = w(y2 4 (2za, b) = 2D,

Este calculo utiliza apenas a defini¢ao de pull-back; a compatibilidade do pull-back com a dife-
rencial exterior sera estabelecida a seguir.

e portanto

Proposicao 13.29 (Composigao de pull-backs). Se F': M — N e G : N — P sao aplicagoes
diferencidveis, entao, para toda forma w € Q™(P),

[(Go F)'w=F"(Gw).|

Demonstracao. Para p e M e vy,...,vy, € T, M, pela definicao de pull-back e pela regra da cadeia,

(G o F)*w)p(v1, ..., vm) = wa(r@p) (d(G o Fyv1,...,d(G o F)yvn,)
= we(r) ([dGrp)dFpv1, . . dGp () dFpum)
= (F*(G"w))p(v1, ..., Um).

Proposicao 13.30 (Compatibilidade com o produto exterior). Se F': M — N € diferencidvel,
a e Q' (N) epeQ(N), entao

| F*(anB) = F*a A F*B.|

Demonstracao. Para p € M e vi,...,v4s € T, M, pela definicao de pull-back,
(F*(O‘ A 6))1,(”1» B vr+s) = (a A ﬂ)F(p)(devla cee »devr+s)'

Na definigao alternada do produto exterior, cada termo distribui os vetores dF,v; entre a e 3. Esta é
exatamente a mesma soma alternada que define

(F*aNF*B)p(v1,. .., Vrts),

pois (F*a), e (F*3), se obtém inserindo dF, em cada argumento. Logo as duas formas coincidem. O

Proposicao 13.31 (Naturalidade da diferencial exterior). Se F' : M — N ¢é uma aplicagcao
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diferencidvel e w € Q™ (N), entdo

| d(F*w) = F*(dw). |

Demonstra¢do. Em coordenadas locais (y!,...,y") no espaco de chegada, escrevamos

w = Zaj(y) dy™ A - A dyt
I

Se F = (F',...,F"), entdo
F*w =Y (ajoF)dF" A--- AdF"".
I

Aplicando d e usando a regra de Leibniz graduada,

d(F*w) =Y d(ayo F) NdF"' A--- AdF'™

I
+3 (E)(aro F)dF™ A+ Ad(dF) A+ AdF™™.
1 ~

O segundo termo é nulo porque d?> = 0. Expliquemos agora as duas identidades usadas no primeiro
termo. Parap € M e v € T,M, a regra da cadeia e a definicdo de pull-back dao

d(ar o F)p(v) = (dar) pp) (dFpv)
= (F*dar)p(v).

Portanto,

d(as 0 F) = F*(day). |

Por outro lado, se y* é uma funcao coordenada no espaco de chegada, entdo F* =y o F; aplicando a
identidade anterior a y°,

| F*(dy') = d(y o F) = dF".

Usando agora a compatibilidade do pull-back com o produto exterior, demonstrada acima, obtemos

d(F*OJ) — ZF*(daI) /\F*(dyil)/\"'/\F*(dyi"")
I

= F*(da; Ndy™ A - Ndy')
I

= F* (Z dag Ady™ A--- A dyim>
I
= F*(dw).

A identidade é local e, portanto, vale globalmente. O

Nota 13.32 (Releitura do exemplo anterior). Depois de demonstrada a naturalidade, o mesmo
calculo pode ser feito de forma mais curta. Como uo F =z? evo F =y,

F*(du) = d(uo F) = d(2?) = 2z dz, F*(dv) =d(vo F) =d(y) = dy.

A propriedade F*d = dF™* nao foi, portanto, necesséaria para definir nem para calcular inicial-
mente o pull-back; ela fornece agora uma maneira mais eficiente de efetuar o mesmo célculo.
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13.6.3 Fluxos e campos geradores

Antes da segunda demonstragao do lema de Poincaré, convém distinguir trés objetos que aparecem
naturalmente numa familia de aplicagoes dependente de um pardmetro: a posigao inicial de um ponto,
a sua posicao atual e o campo de velocidades que descreve o movimento.

Seja, para t num intervalo, uma familia suave de difeomorfismos

FtZU—>U.

Fixemos x € U. Quando t varia, o ponto x descreve a curva

y(t) = Fi(x).
A sua velocidade no instante t é

i) = L)

AT

Nesta expressao, = é a posicao inicial, ou, em linguagem de mecénica dos meios continuos, a etiqueta
da particula. O campo de velocidades, pelo contrario, deve dar a velocidade em funcao da posicao
atual y.

Definicao 13.33 (Campo gerador de uma familia de difeomorfismos). O campo vetorial depen-
dente do tempo X; associado & familia F} é definido pela relagao

OF;

Sr @) = Xu(F @)

Assim, o membro esquerdo é a velocidade da particula que partiu de z, enquanto o membro
direito é o campo de velocidades avaliado na posigao atual dessa particula.

Se escrevermos
y = Fi(x),

entdo = F; ' (y) e a mesma relacio pode ser escrita

_ OF;
~ 9s

(Ft_l(y))-

s=t

Xi(y)

Esta segunda féormula nao introduz uma nova ideia: exprime simplesmente a velocidade em funcao da
posicao atual y, em vez da posicao inicial x.

13.6.4 Derivada de Lie

Para compreender a variagao do pull-back, introduzimos primeiro a derivada de Lie. Seja X um campo
vetorial e seja @, o seu fluxo local, isto é,

d
S0 (@) = X(@y(a)), Dow) =

Quando o ponto x é transportado para ®,(x), a forma ¢g_(,) pertence ao espago cotangente sobre o
novo ponto. Para a comparar com a forma no ponto inicial, transportamo-la de volta por meio do
pull-back ®%¢.
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T M Ty, M
O, (x) 2,
) i @)
O (x
/x/\. o
fluxo de X comparacao pelo pull-back

Definigao 13.34 (Derivada de Lie de uma forma diferencial). A derivada de Lie de ¢ na direcao
de X é a variacao infinitesimal do pull-back pelo fluxo de X:

d
S 1s=0

Exemplo 13.35 (Translagao em R?). Para

0

XZ@?’ (I)S(m?y):(‘r—i_say)a

e para a l-forma ¢ = f(x,y) dz, temos

Logo,
d of
Lx¢= — ,y)de = —(x,y) dz.
x¢=— Szof(ers y)dz = o -(v,y)du
Neste exemplo, a derivada de Lie mede a variagao da forma quando esta é observada ao longo
das translagoes geradas por X.

A definicdo anterior utiliza o fluxo de X. Para a aplicacao que se segue é importante observar que,
no instante inicial, a derivada depende apenas da velocidade da deformagao e ndo dos termos de ordem
superior.

Proposicdo 13.36 (A derivada de Lie depende apenas da velocidade inicial). Seja Gp, uma
familia suave de difeomorfismos tal que

oG
Go =1d, Rl =X,
oh |,_q
Entao, para toda forma diferencial ¢,

k

TN h¢ =Lx¢.

dh|,_,

Demonstracao. Fixemos x e vetores vy,...,v,, € T,M. Em coordenadas locais, das hipdteses sobre

G, resulta
Gp(z) =z + hX(x) + o(h), dGp(xz) =TI+ hdX(z) + o(h).

Pela definigao de pull-back,

(GLD)z(v1, .., vm) = DG, (2) (dGh(x)vl, e dGh(x)vm).
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Ha aqui duas variagoes. A primeira provém do ponto de base x — G} (x) e fornece
D¢, [ X (x)](v1,. .., vm).
A segunda provém dos m argumentos. Para cada j,
dGp(x)v; = v; + hdX (x)v; + o(h).
Como ¢, é multilinear,

gbgc(vl +hdXvi,...,0m —I—thvm)

= @z (V1,5 Um) —I—hZ(bw(vl,...,dX(x)vj,...,vm) + o(h).
j=1

Os termos em que dois ou mais argumentos sdo simultaneamente perturbados sdo de ordem pelo menos
h? e ndo contribuem para a derivada em h = 0. Portanto,

d

a|,_ (Gi9)a(vns o om) = DoelX @01, . vm)

+Zcbg:(vl,...,dX(x)vj,...,vm).
j=1

Esta expressio depende apenas de X = G. O fluxo @), de X satisfaz igualmente
Oy (x) =z + hX(x) + o(h),
e possui, portanto, a mesma derivada em h = 0. Pela definicao de derivada de Lie,

4
dh

d

Gyro = T ht = Lxo.

h=0 h=0

O

Nota 13.37. A proposicdo exprime o carater infinitesimal da derivada de Lie: para calcular a
variagao em h = 0, basta conhecer a velocidade inicial da familia Gj,.

13.6.5 Contragao e formula de Cartan

Definicao 13.38 (Contragdo ou produto interior). Seja X um campo vetorial em U e seja
we Q™U), comm > 1. A contragao (ou produto interior) de w pelo campo X é a (m — 1)-
forma

Lxw € Q™ HU)
definida por

‘ (bxw)z (V1. Um—1) = wWe (Xg, V1, -+ oy Up1)- ‘

Assim, fixa-se o primeiro argumento de w igual a X, ; por isso o grau diminui de m para m — 1.

Exemplo 13.39 (Contracdo de uma 1-forma). Se

a=a dz' + - +aydz, X =X +---+ XNy,
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entao txa é uma O-forma, isto é, uma fungao, e
N
txa=a(X) = E a; X".
i=1

Por exemplo, em R?, se a = 2dx —dy e X = 30, + 40,, entao

ixao=2-3—-4=2.

Exemplo 13.40 (Contragao de uma 2-forma em R?). Considere
o= f(x,y)dx A dy.
Antes da contragao, ¢ recebe dois vetores. Se
v1 = a0y + b0y, vy = Oy + d0y,

entao
a

ooneen) = Fan) [y 5 = Fofad — o)

Considere agora o campo radial
R =20, + y0y.

A 1-forma tr¢ recebe apenas um vetor arbitrario
v = a0y + b0y,

e, pela definigao,

(tr¢)(v) = ¢(R,v)

B dx(R) dz(v)
=@ ay(r) ay(v)
= f(z,y) i Z = f(z,y)(zb — ya).

Como
(zdy — ydx)(v) = zb — ya,

concluimos que

|1k = flw,y)(wdy —yda). |

Este célculo torna explicita a passagem de dois argumentos para um argumento:

(R, v) = (tro)(v).

Exemplo 13.41 (Forma volume em R3). Se
Q=dzAdy A dz, X = X0, + X209, + X30,,

entao

‘LXQ:dey/\dz—deaj/\dz—FX?’dx/\dy.

Em particular, a contracao transforma a forma volume, de grau 3, numa 2-forma que mede o
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fluxo transversal ao campo X.

Proposicao 13.42 (Regra de Leibniz graduada para a contragao). Se a € QP(U) e g € Q4(U),
entao

lix(aAB) = (txa) AB+ (—1)Pa A (1xB). |

Demonstracao. A identidade resulta diretamente da definicdo do produto exterior: ao inserir X nos
argumentos de oA 3, ou X ocupa um dos p argumentos destinados a «, ou atravessa esses p argumentos
e ocupa um argumento de 3. A segunda possibilidade introduz o sinal (—1)? pela alternancia. O

Teorema 13.43 (Formula de Cartan). Para todo campo vetorial X e toda forma diferencial w,

’EXw =d(txw) + tx(dw). ‘

Demonstragdo. A identidade é local. Em coordenadas (x!,...,z), basta verifica-la primeiro para

fungoes e para as 1-formas coordenadas e depois usar as regras de Leibniz graduadas.
Se feC>®(U),entdo txf=0e
Lxf=X[f=ux(df),

pelo que a formula é valida em grau zero.
Para uma funcao coordenada z’, a forma dz* tem grau 1; por isso, txdx’ tem grau zero, isto é, é
uma func¢do. Em cada ponto p,

(exda)(p) := dap,(X,) = X' (p),

e portanto

Como d(dz?) = d*x* = 0, segue que
d(txdz’) + 1x(ddx’) = dX°.
Por outro lado, se &, é o fluxo de X, a naturalidade de d da
O*(da') = ®F(da’) = d(2' o ®,).

Assim,

. d .
Lx(dx') = s O (dz')
s=0

d
_d(ds

Aqui d/ds deriva no parametro do fluxo e d nas variaveis espaciais; para uma familia suave, estas
derivadas comutam. Além disso, pela regra da cadeia,

(z' o @S)) :

s=0

d

2| 2(@(p) = dr(X,) = X'(p).

s=0

Logo

| Lx(da') = dX".
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Nota 13.44. A mesma identidade fornece uma primeira verificagao concreta da féormula de Cartan:
Lxdr' = d(ixdz®) + 1x(dda’) = dX".

Resta passar destes geradores locais para uma forma arbitraria. O operador Lx satisfaz
Lx(aApf)=(Lxa)\NB+aA(LxP),

como se obtém derivando ®% (A S) = rta A DS em s = 0. Por outro lado, Dx := dvx + txd satisfaz
a mesma regra de Leibniz de grau zero: basta combinar as regras de Leibniz graduadas de d e de ¢y,
observando que os termos cruzados se anulam dois a dois.
Como Ly e Dx coincidem sobre as funcdes e sobre cada dz?, e toda forma se escreve localmente
como soma de termos
fdzv Ao Adatm

as regras de Leibniz anteriores mostram que coincidem sobre todas as formas diferenciais. Portanto,
Lx =dix + 1xd.
O

A formula de Cartan exprime a variagao de uma forma pelo fluxo exclusivamente através das duas
operagoes fundamentais d e tx. E esta relagao que permitira transformar a variagao do pull-back radial
numa identidade de homotopia.

Proposicao 13.45 (Comutador da derivada de Lie com a contragdo interior). Sejam V e X
campos vetoriais suaves numa variedade diferencidvel. Para qualquer forma diferencial o,

‘ [Lv,ix]a = Ly(xa) —ix(Lyva) = v, x)o. ‘

Demonstragao. Para o € Qk(M ) e campos Y7,...,Y;_1, a definigdo da derivada de Lie sobre formas

da
k—1

(Lvixa)(Yi,..., Y1) = V(X Y1, Y1) — Za(Xv Yi,.., VYl Yeo),
=1
(Lxﬁva)(}/l, .. .,Yk,1> = V(Oz(X,Yl, N 7Yk71)) — a( MX]7Y17~ .. >Yk71)
k—1

=Y (X, Y1, VY] Ye).

Jj=1
Subtraindo, os termos comuns cancelam-se, restando precisamente a([V, X],Y1,...,Yr_1). O caso
k = 0 é imediato, pois a contracao de uma fungao é nula. O

13.6.6 Variagao do pull-back

Podemos agora calcular a variagao do pull-back ao longo da familia geral F;.

Proposicao 13.46 (Derivada do pull-back por uma familia de difeomorfismos). Se X; é o campo
de velocidade associado a Fy, entdao

d
%Ft*ﬁi’ = Ft*(£Xt¢)'
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Demonstracao. Fixemos t e, para h suficientemente pequeno, definamos
Gp = Fiipo Ft_l.

Temos
GO = Id, Ft+h = Gh o Ft.

Pela regra de composicao do pull-back,
t*+h¢ = F/(G},9).
Além disso,

d _
= %Ft+h(Ft ') o

= Ft(Ft_l(y)) = Xi(y)-
Assim, G}, é uma deformagao da identidade com velocidade inicial X;. Logo,

d .
%Gm

—Ghn(y)

h=0

=Lx,o.

h=0

Consequentemente,

d . d .,
aFt¢:%Ft+h¢

h=0

)

* d *
e (Lo

= F/ (Lx,9).

Exemplo 13.47 (Homotopia radial). Considere
Fi(x) = tx, t>0.
Para um ponto inicial x fixado,
y(t) = Fi(z) = tx, y(t) = x.

Se, no instante ¢, a posi¢ao atual é y = tx, entao

Logo o campo de velocidades escrito em funcao da posigao atual é

Xi(y) = t

Introduzindo o campo radial
N
Ry = Z yiaia
i=1

que, sob a identificacao TyRN ~ R¥, corresponde precisamente ao vetor y, obtemos




13.7. PULLBACK E NATURALIDADE 141

O fator 1/t provém, portanto, unicamente da passagem da posi¢ao inicial x para a posi¢ao atual
y = tx.
Por exemplo, em R?, se x = (2, 1), entdo

No instante t = 1/2, a posigao atual é y = (1,1/2) e

Xy )a(y) = %/2 =2y = (2,1),

como deve ser.

Nota 13.48. Um fluxo auténomo @, gerado por um campo X satisfaz a relacao particular

d

—®4(z) = X(P:(2)),

dt

na qual o campo de velocidades nao depende explicitamente do tempo. Uma familia geral F}
pode, ao contrario, possuir um campo gerador X; dependente de t. A homotopia radial Fy(z) = tx
é deste segundo tipo quando parametrizada por t.

13.7 Pullback e naturalidade

O pull-back permite transportar formas diferenciais através de uma aplicacao diferenciavel. Ao con-
trario da diferencial dF', que transporta vetores tangentes do dominio para o espaco de chegada, o
pull-back atua sobre covetores — e, mais geralmente, sobre formas diferenciais — no sentido oposto.
Esta construcao permite comparar formas definidas em variedades diferentes e desempenha um papel
fundamental na invariancia do célculo exterior por mudancas de coordenadas.

Nesta sec¢ao reunimos as propriedades estruturais fundamentais do pull-back. Em particular,
mostraremos que é compativel com o produto exterior,

F*(aNp)=F"aNF*pB,

e que comuta com a diferencial exterior,

| d(F*w) = F*(dw). |

Estas propriedades serao utilizadas no capitulo seguinte, em particular na demonstragao por homotopia
do lema de Poincaré.

Proposicao 13.49 (Naturalidade). Para formas «, 8 e aplicagdes suaves composdveis,

F*(anp)=F*aNF*B, d(F*w) = F*(dw),

(GoF)* =F*oG".
Assim, o pull-back define um morfismo da dlgebra diferencial graduada

(Q°(N),A, d) — (Q°(M), A, d).

Demonstracao. As trés identidades foram demonstradas na subseccao anterior: a regra de composicao
segue da regra da cadeia, a compatibilidade com o produto exterior da defini¢do alternada de A, e a
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compatibilidade com d da expressao local das formas e da regra da cadeia. Em conjunto, mostram que
o pull-back preserva simultaneamente o produto exterior e a diferencial exterior, invertendo a diregao
das aplicagoes. O

Nota 13.50. O pull-back é contravariante: uma forma definida no espac¢o de chegada é trazida
para o espaco de partida. E exatamente o mesmo mecanismo utilizado anteriormente para a
métrica induzida F*e.

Notas historicas e bibliograficas

Nota bibliografica

A algebra exterior tem a sua origem na Ausdehnungslehre de Hermann Grassmann. A linguagem
moderna dos multivetores, covetores e produtos exteriores desenvolve estruturas ja presentes na
obra de 1844. O passo decisivo para um calculo diferencial de formas esté associado a Elie Cartan,
em particular ao seu trabalho de 1899 sobre expressoes diferenciais e o problema de Pfaff, no qual
o calculo exterior assume uma forma sistematica.

Para a algebra de Grassmann, uma referéncia moderna particularmente proxima da construgao
adotada neste capitulo é o Capitulo 2, “Grassmann algebra”, de Geometric Measure Theory, de
Herbert Federer, pp. 8-49. Para o calculo de formas diferenciais, usamos também do Carmo;
Krantz e Parks apresentam o calculo exterior numa perspetiva orientada para a integragao geo-
métrica, que serda retomada no Capitulo 16.

Referéncias do capitulo
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H. Grassmann, Die lineale Ausdehnungslehre, ein neuer Zweig der Mathematik, Otto Wigand,
Leipzig, 1844.
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Capitulo 14

Lema de Poincaré

Neste capitulo estudamos a questdo fundamental que completa localmente a identidade d? = 0: em
que condi¢oes uma forma fechada é exata? O lema de Poincaré responde afirmativamente em dominios
suficientemente simples. Apresentamos duas demonstragoes: uma construgao direta em coordenadas
e uma demonstragao geométrica baseada no operador de homotopia. Todos os operadores utilizados
na segunda demonstracdo — pull-back, derivada de Lie, contracdo e formula de Cartan — foram
introduzidos no Capitulo 13.

14.1 Lema de Poincaré: formas fechadas sao localmente exatas

A ideia fundamental é construtiva. Dada uma forma fechada ¢, procuramos construir explicitamente
uma forma « de grau imediatamente inferior tal que

da = ¢.

Num dominio estrelado, essa primitiva pode ser obtida contraindo continuamente o dominio sobre
um ponto através de uma homotopia. Esta construcao conduzird ao operador de homotopia H e a
identidade

dH 4+ Hd=1d.

Em particular, quando d¢ = 0, teremos
¢ = d(Hd),
de modo que H ¢ fornece explicitamente uma primitiva de ¢.

Teorema 14.1 (Lema de Poincaré¢). Se U C RN ¢ estrelado relativamente a ¢ e ¢ € Q™(U),
m > 1, € fechada, entio eviste « € Q™ Y(U) tal que

Em particular, toda forma fechada € localmente exata, pois cada ponto de um aberto possui uma
bola contida no aberto.

Demonstra¢ao. A demonstragdo pode ser feita de modo construtivo. Comecemos numa caixa
Q = [al,bl] X oo X [aN,bN] cU

e fixemos ug = (u}, ..., ul’) € Q. Escrevemos

o= Z Diyoi,, (1) du® A -+ Aduim.

1<i1 < <im <N

143
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A condicdo d¢ = 0 significa que, para cada ig < --- < i,,, 0 coeficiente de du’ A --- A du’™ ¢ nulo.
Explicitamente,

m Op.  ~ .
§ :(_1)]M =0. (14.1)
outi

J=0

Aqui o acento  indica que o indice correspondente é omitido.
Construimos agora uma (m — 1)-forma « integrando sucessivamente as componentes de ¢ ao longo
das diregoes coordenadas. Fixemos primeiro indices

1 <idg < <y

Ao procurar o coeficiente de du™ A --- A du'™ em do, aparece em particular o coeficiente a;,g...q,,
obtido eliminando o primeiro indice ¢;. E por esta razao que iy desempenha um papel particular na
construgao. Para este coeficiente, definimos

in—1
— 1 -1 I+1 N
Oigigeip, (W) 1= E /l Blinig-ring (UG, - - Uy U, U, u ) do.
=1 “%o

Mais geralmente, fixados i3 < -+ < i,,, fazemos variar o primeiro indice j < i3. Definimos
Aligein, =0,

e, para 1 < j < is,

Jj—1 u
— 1 -1 I+1 N
iy, (W) 1= E /l Oljig-ing (UG, -+, Uy U0, ut ) do. (14.2)
=1 "%
Tomamos
o= E Oy ooty AUFY A A duPm
ki< <km_1

Fixemos ¢; < --- < i, e ponhamos
Qpi=du A Adum.
O coeficiente de Q7 em da &

Oajy...i u 00y e

m _1yj—1 1 m

TR D (-1t (14.3)
j=2

Substituindo (14.2) em (14.3), separam-se dois tipos de termos. A derivacao relativamente ao limite

superior dos integrais fornece

L
A=, (U, ud ™ at o ulY).

Nos restantes integrais, a identidade (14.1) permite substituir a soma das derivadas pelas derivadas
relativamente a varidvel de integragao. Pelo teorema fundamental do célculo, cada integral é entao
uma diferenca de valores de ¢;,...;,,. Somando em [, obtém-se a soma telescopica

B = ¢i1"‘im, (’l,l,l7 ey UN)
— qbil...im(ué, ce ,uéﬁl,uil, ce ,UN>.
Consequentemente, A + B = ¢;,...;, (u) para todo multi-indice I, e portanto
da = ¢.

Isto prova o resultado numa caixa e, em particular, localmente numa bola. Num dominio estrelado, a
mesma construgao é expressa de forma compacta pelo operador de homotopia radial; a integragao ao
longo dos segmentos que unem x(y a x permanece inteiramente dentro de U, fornecendo uma primitiva
global. O
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14.2 Operador de homotopia e segunda demonstracao do lema
de Poincaré

Nota 14.2 (Matéria avangada). Esta subsec¢ao apresenta uma segunda demonstragdo do lema
de Poincaré, mais geométrica, baseada na contracao de formas diferenciais e numa homotopia
radial. O argumento utiliza diretamente o pull-back, a derivada de Lie, a contracao e a formula
de Cartan desenvolvidos no Capitulo 13.

Teorema 14.3 (Segunda demonstragao do lema de Poincaré num dominio estrelado). Se U C
RN ¢ estrelado relativamente a 0 e ¢ € Q™(U), m > 1, satisfaz dp = 0, entio existe Hp €
Qm=Y(U) tal que

¢ = d(H).

Demonstracdo. Como U é estrelado relativamente a 0, para cada x € U todo o segmento t — tx,
0 <t <1, permanece em U. Consideremos a homotopia radial

F,:U—U, Fi(z) :=tx.

Temos F; = Id, enquanto Fj é a aplicacao constante com valor 0.
Se ¢ é uma m-forma, definimos o operador de homotopia

H:Q™U) — Q™ Y(U)

por

1
(Hd)z(v1, - Vm—1) ::/0 tmflqﬁm(x,vl,...,vm_l)dt. (14.4)

O fator t™~! aparece porque a diferencial de F; multiplica por ¢ cada um dos m—1 vetores vy, . .., Um_1.
A formula (14.4) pode também ser escrita de maneira geométrica com o campo radial

N .
Ry = Z y'0;.
i=1

Antes de escrever essa formula, convém explicar por que razao intervém o pull-back. Para cadat € [0, 1]
ex € U, a forma

(tRO)F,(x) = (LRO)ta

é uma (m — 1)-forma no ponto tz: atua, portanto, sobre vetores de T3,U. Pelo contrario, (H¢), deve
ser uma (m — 1)-forma no ponto z, isto &, deve atuar sobre vetores de T,,U. O pull-back

Fr Q™ YU) — Q™ HU)

realiza precisamente este transporte: traz a forma situada em Fj(z) = tz de volta ao ponto z através
da diferencial de F;.
Mais precisamente, se w € Q™ 1(U), a definicao de pull-back d4

(Ffw)e(v1,. ooy Um—1) = Wy ((dFt)wvl, e, (dFt)wvm,l).

Como
Fy(z) = tx, (dF}) v = tv,

segue, pela multilinearidade de w, que

(Ffw)z(vi, .. y0me1) = tm_lwm(vl, ey Um—1)-
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Aplicando esta identidade a w = tr¢ e usando
Rm; = tx,
obtemos

(Ft*(LR¢))I(U17 ey Ue1) = T R (V14 V1)
= tm_1¢tw(Rtw7U13 s 7vm71)

= tmgbtx(iravlu s 7vm71)~

Comparando com (14.4), vemos que

|y
tmil(btz(xavlv e avmfl) - E(Ft (LRQS))w(Ula e »’Umfl)a t>0.

Consequentemente,

11
H¢:/O ZE*(LW) dt. (14.5)

A expressao no integrando admite prolongamento continuo em ¢ = 0. Em particular, o fator 1/t nao
é arbitrario: compensa o fator adicional ¢ proveniente de R;, = tx.

Nota 14.4 (Por que é necessario o pull-back?). Num aberto de R™, todos os espacos tangentes
T,U podem ser identificados canonicamente com RY. Por isso, numa escrita puramente coorde-
nada, é tentador avaliar (tg¢)s, diretamente nos vetores v; € T, U. Esta identificagdo esconde,
porém, a geometria da construgdo. A forma (tgr¢), vive em T3, U, enquanto a forma que que-
remos obter vive em T, U. O pull-back F} é a operacdo intrinseca que efetua essa passagem e
torna a formula independente dessa identificacao particular dos espagos tangentes de um aberto
de RV,

Voltamos agora & homotopia radial. Para obter a identidade fundamental, derivamos o pull-back
Ff¢. Como vimos na subsecgao anterior, para t > 0 o campo gerador da familia F;(z) = tx satisfaz

1
Xi(y) = ZRy'

Como X; = %R e, para cada ¢ > 0 fixado, o fator 1/t é constante relativamente as variaveis espaciais,
a derivada de Lie é linear relativamente a este fator constante:

1
Lx¢=Ligd=;Lro.

Pela proposicao sobre a derivada do pull-back, segue entao que

d 1
%Ft*gb = F{(Lx,9) = ;Ft*<£R¢)’

Pela formula de Cartan,
Lr¢ = d(trd) + Lr(dd).
Logo,

* 1 *
%Ft ¢ = ;Ft (Lro)

- % Fy (d(1rd) + 1r(de))

= LF; () + 1 Fy (1m(d0)).
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Neste ponto intervém explicitamente a compatibilidade entre o pull-back e a diferencial exterior, de-
monstrada na sec¢do anterior. Para toda forma w,

| F} (dw) = d(Fw). |

Aplicando esta identidade a forma w = tg¢, obtemos
F/(d(r)) = d(FY (tr9)) -
Consequentemente,

d
S P o= d(F; (ind) + 1 F (enld)

dt
_ d(iF;(Lqu)) +TF (nldg).

Na segunda igualdade, d atua apenas nas variaveis espaciais de U; para cada ¢ > 0 fixo, 1/t é portanto
uma constante relativamente a d. Assim,

d 1 1
%FM = d<tFt*(bR¢)> + gFt*(LRd@-

Resta justificar cuidadosamente a integracao desta identidade, em particular o fator aparentemente
singular 1/¢. Para ¢t > 0, ponhamos

1. _
N = ;Ft (tro) € Q™1(U).
Para vy, ...,vm—1 € T,U, usando (dF};),v = tv e Ry, = tx, obtemos

1
(nt)x('ulv e 7'Um—1) = ; ¢m(t$,t1)1, cee 7tvm—1)
=t (01,0 U 1).

Assim, a singularidade 1/t é apenas aparente: 7, prolonga-se suavemente a t = 0. Se m > 1, o
prolongamento vale 0 em ¢t = 0; se m = 1, vale ¢o(x).
Consequentemente, em coordenadas locais podemos escrever

N = Zal(t,x) da’,
I

com aj suaves em [0, 1] x U. Em cada compacto K € U, as derivadas espaciais 0,;a; sdo continuas e,
portanto, uniformemente limitadas em [0, 1] x K. O teorema de derivagdo sob o sinal integral permite

entao escrever
1 1
d(/ e dt) => 0w (/ ar(t,z) dt) da? A dx!
0 I 0
1
= Z (/ Ogiar(t,x) dt) da? A dxt
I.j 0

1
0
1 1
0 0

Logo
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O segundo termo que ser4 integrado contém o mesmo fator 1/¢, mas também se prolonga suavemente
at = 0. De facto, como d¢ é uma (m + 1)-forma,

%(Ft*(Lquﬁ))m(vl, ce s Um) = E"(dD) (T, 01, .oy V)

Portanto, nenhum dos integrais seguintes é improprio.
Pelo prolongamento suave acabado de demonstrar, a formula

1 1
1
Hoi= [ mit= [ LF(no)at
0 0

é entendida em todo o intervalo fechado [0, 1] e ndo como um integral improprio. Analogamente,

1
1(d) = [ $F o)t

Integrando agora a identidade anterior entre 0 e 1 e usando o teorema fundamental do calculo no
membro esquerdo, obtemos

1
d
Fro— Fy :/ —Frodt
1¢ O¢ o dt tqs
:/ dntdt+/ —F} (tpdg) dt
0 ot

= d</01 m dt) + H(do)

=d(Ho)+ H(d).
Como m > 1, o pull-back de uma m-forma por uma aplicagado constante é nulo, isto é,
Fjo=0,

e Fj'¢ = ¢. Logo

(dH + Hd=1d  em Q"(U), m>1.| (14.6)

Finalmente, se d¢ = 0, (14.6) da
¢ = d(Ho) + H(d¢) = d(Hd),
pelo que H¢ é uma primitiva explicita de ¢. O
Exemplo 14.5 (Calculo explicito do operador de homotopia). Em R?, considere
¢ =dx Ady.

Pela definicao (14.4), para v = ad, + b0y,

! 1
(10).(0) = [ 1610(a0, +10,.0)dt = L(ad—ya)

Portanto 1
H¢ = i(xdy —ydx).
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Derivando,
1
d(H¢) = §(d$ Ady — dy A dz)

=dz Ndy = ¢.

Neste exemplo vé-se diretamente como o operador H constréi uma primitiva de uma forma

fechada.

Nota 14.6. A construgao por homotopia radial exprime geometricamente a mesma ideia da
demonstracao coordenada anterior: integra-se ao longo dos segmentos que ligam o ponto base
aos restantes pontos do dominio. O operador H retine essa constru¢ao numa identidade tnica,
dH + Hd = 1d, e prepara a relacao entre fluxo, derivada de Lie, contracao e derivada exterior
desenvolvida mais adiante.

14.3 Hipoteses topologicas e exemplos

O lema anterior é local. A passagem de “fechada” a “exata” em todo o dominio contém informacao
topologica.

Proposicao 14.7 (Caso das 1-formas). Se U C RN ¢ aberto, conexo e simplesmente conexo,
toda 1-forma fechada w € Q' (U) € exata.

Demonstracao. Fixe xg € U. Para x € U, escolha um caminho regular por partes v de xy a = e defina

fa) = / w.

Se 4 € outro caminho com os mesmos extremos, a simples conexidade fornece uma homotopia entre
v e 7 com extremos fixos. Como dw = 0, a versdo local do lema de Poincaré, aplicada ao longo de
uma cobertura finita da homotopia por bolas, mostra que o integral nao varia durante a deformacao.
Logo f nao depende do caminho. Calculando a derivada de f numa dire¢ao v, usando um pequeno
segmento final na direcao v, obtemos

dfz(v) = wz(v).
Portanto df = w. O

Nota 14.8 (Graus superiores). Para m > 1, a simples conexidade nao é suficiente, em geral,
para concluir que toda m-forma fechada é globalmente exata. Uma hipotese suficiente é que o
dominio seja estrelado ou, mais geralmente, contractivel. Assim, a formulagao global para graus
arbitrarios exige uma hipétese topologica mais forte do que a necessaria para 1-formas.

Exemplo 14.9 (Campo irrotacional e potencial escalar). Em R3, seja
U=Per+Qes+ Res, w=Pdr+Qdy+ Rdz.
Um calculo direto da
do=(Q.—Py)dzANdy+ (Ry—Q.)dyNdz+ (P, — R,)dz Adx.

Logo
dwv=0 <= curlU =0.
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Num dominio simplesmente conexo, a proposicao anterior fornece w = df, isto &,

Exemplo 14.10 (Campo sem divergéncia e potencial vetor). Considere a 2-forma
w=PdyANdz+ QdzNdx+ Rdx N dy.

Entao
dw=(Pys+Qy+R.)dx Ndy Ndz,

pelo que
dv=0 <<= divU =0.

Localmente, ou globalmente num dominio contractivel, o lema de Poincaré fornece uma 1-forma
a=adr+bdy+ cdz

tal que w = da. Em linguagem vetorial, isto corresponde & existéncia de um potencial vetor A

com

Exemplo 14.11 (Uma forma fechada que nao é globalmente exata). No dominio
U=R" \ {(0,0)},

considere y "
w=— dr dy.
1'2 + y2 + IB2 + y2 Y

Escrevendo P = —y/(2? + %) e Q = x/(2? + y?), verifica-se que

0oQ oP y? — 2

Or Oy (22 +y2)%

e portanto dw = 0.
Em qualquer regido onde se possa escolher continuamente um argumento 6 = arg(z + iy),

w = d#,

pelo que a forma é localmente exata. Contudo, sobre a circunferéncia unitéaria v(t) = (cost,sint),

0<t<2n,
27
/w:/ dt = 2w # 0.
0% 0

Se w = df globalmente, o integral sobre qualquer curva fechada seria zero. Logo w nao é exata
em R?\ {0}. Este exemplo mostra concretamente a obstrugdo topolégica a existéncia de um
potencial global.

Exemplo 14.12 (Exatidao de 1-formas simples). Consideremos em R? as formas

wy = 3ydx + z dy, wy = ydx + x dy, w3 = eydx + e” dy.
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Temos
dw; = (1 —3)dx ANdy = —2dzx A dy,

pelo que wy néo é fechada. Por outro lado,

dws =0, we = d(zy),

dws =0, wsy = d(e”y).

Assim, os célculos de dw permitem decidir imediatamente quais destas formas podem admitir
um potencial.

Notas historicas e bibliograficas

Nota bibliografica

A identidade d? = 0 transforma (Q* (M), d) num complexo diferencial. O lema de Poincaré mostra
que este complexo é localmente exato em grau positivo; a obstrucao global & exatidao conduz a
cohomologia de de Rham.

Referéncias do capitulo

Nota bibliografica

M. P. do Carmo, Differential Forms and Applications, Springer, 1994.
L. W. Tu, An Introduction to Manifolds, 2nd ed., Springer, 2011.
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Capitulo 15

Transporte, volume e operadores de
Hodge

Este capitulo aplica o calculo exterior desenvolvido no Capitulo 13 a geometria riemanniana. Comega-
mos pela métrica, pela forma de volume e pela sua variagao sob fluxos; estudamos depois a divergéncia,
a incompressibilidade e as simetrias infinitesimais da métrica. O capitulo termina com o operador de
Hodge, o codiferencial e o Laplaciano de Hodge, que combinam a estrutura métrica com a diferencial
exterior.

15.1 A métrica, o teorema de Riesz e os isomorfismos musicais

Seja (M, g) uma variedade riemanniana e p € M. A métrica g, é um produto interno no espago
tangente T,M. Como T,M tem dimensdo finita, (T,M, g,) é um espaco de Hilbert e toda a forma
linear

a:T,M — R

é automaticamente continua. Podemos, portanto, aplicar o teorema de representacao de Riesz.

Teorema 15.1 (Representacao de Riesz em dimensao finita). Seja (V, (-,-)) um espago vetorial
real de dimensao finita munido de um produto interno. Para toda a forma linear £ : V — R
existe um unico vetor y € V tal que

(x) = (y,x) para todo x € V.

Aplicado a V =T, M e ao produto interno g,, este resultado identifica, através da métrica, vetores
tangentes e covetores.

Defini¢ao 15.2 (Isomorfismos musicais). Para X € T, M, define-se o covetor
Xb = gp(Xa ')a

isto é,
X"(Y)=g,(X,Y), YeT,M.

Obtém-se assim uma aplicagao linear

b T,M — TiM, X +— X"

153
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Reciprocamente, pelo teorema de Riesz, para cada o € T,y M existe um tnico vetor ot €T, »M
caracterizado por

gp(af, X) = a(X) para todo X € T, M.

Define-se deste modo
f:T,M — T,M, o — of.

As aplicagoes b e f sdo inversas e chamam-se isomorfismos musicais.

Exemplo 15.3 (Métrica euclidiana em R?). Para
g:dx2+dy2, X:2a:n*3aya

temos

X" =2dz —3dy.

Reciprocamente,
(2dx — 3dy)* =20, — 30,

Neste caso, a matriz da métrica ¢ a identidade, razao pela qual as componentes de X e de X°
coincidem.

Exemplo 15.4 (Uma métrica diagonal ndo euclidiana). Considere em R?

g = 4dz? + dy?
e
X =20,+30,.
Entao
X’ = g(X,-) =8dx + 3dy.
Logo

(8dx + 3dy)* =20, +30,.

Este exemplo mostra que a passagem de um vetor ao covetor associado depende efetivamente da
meétrica.

Exemplo 15.5 (Uma métrica com termos cruzados). Suponha que, numa carta (z,y),
2 1

X’ = (2X' + X?)dz + (X' 4 3X2) dy.

Para X = X190, + X26y,

Como )
. 3 -1
7\ A St S
@ =G =5 (% 3)

se « = adx + bdy, entao
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Por exemplo,
(5dx +5dy)* =20, + 0,

Em coordenadas locais, se
X = X0, a = o;dr’,

entao

Xb:ginjdaci , aﬂ:gijajai .

Estas operacoes sao tradicionalmente descritas como baizar e levantar indices.

Nota 15.6. Os espagos vetoriais T, M e T, M tém a mesma dimensao, mas a identificagao acima
depende da métrica g,. Os simbolos b e f registam precisamente essa dependéncia.

15.2 Produto interno em covetores e forma de volume
A métrica induz também um produto interno no espago cotangente. Para «, 3 € Ty M, define-se

<047/8>g’1 = gp(aﬁa ﬁﬁ)

Em coordenadas, »
(a, B)g—1 = g7 ;3.

Por exemplo, em R? euclidiano,
(2dx — dy, de + 3dy) =2 —3 = —1.

Se (M,g) é uma variedade riemanniana orientada de dimensao m, a métrica induz um produto
interno em A™T; M. Para formas simples,

(@1 Ao AN a, Br A A Br) = det((, B5))i j-

Em coordenadas orientadas, a forma de volume é

volg = Vigldz' A A dz", |g| := det(g;)-

15.3 Volume, divergéncia e incompressibilidade

Se (M, g) é uma variedade riemanniana orientada de dimensao n, seja ju, a forma volume. A derivada
de Lie da forma volume mede a taxa local de variagao do volume sob o fluxo.

Proposicao 15.7 (Divergéncia como variagdo do volume). Para todo campo vetorial X,

‘Expg = (div X ) ptg- ‘

Demonstragao. Em coordenadas locais,

g =/ Igldzt Ao A da™

Como dpy = 0 por razoes de grau, a férmula de Cartan da

Lxpg = d(LXNg)-
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Escrevendo

segue que

Logo

Assim,
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tx g = V|9 Z(—l)i_lXid:lc1 Ao Adzi A A dx",
i=1

d(txpg) = 0i(\/|g| X ) dat A -+ A da™.

b

Exi =

0i(V/191X") g = (div X)prg.

[divX =0 < Lxp,=0]

O campo é entao infinitesimalmente conservativo de volume. Na mecéanica dos fluidos, esta é a condicao
cinematica de incompressibilidade.

tem

Portanto

O fluxo oy(z) =€
é precisamente n.

Exemplo 15.8 (Campo incompressivel). Em R?,

X = —y0, + x0y

divX = 0,(—y) + 9yz = 0.

O seu fluxo é uma rotagao, que preserva areas.

Exemplo 15.9 (Dilatagdao). Em R", para R = 2°0;,

divR = n.

Lru = np.

2 multiplica os comprimentos por e’ e os volumes por e™; a derivada em t = 0

15.4 Variacao da métrica, deformacao e campos de Killing

Consideremos agora um corpo cujos pontos se movem segundo o fluxo de um campo de velocidade X.
A meétrica g mede comprimentos e dngulos. A quantidade £x g mede, portanto, a varia¢do infinitesimal
dessas grandezas quando o corpo é transportado pelo movimento.

Intrinsecamente,

Proposicao 15.10 (Derivada de Lie da métrica). Em coordenadas locais,

(Lxg)ij = Xkakgij + gkjaiXk + gikank.

Para a conexao de Levi—Clivita,

‘ (ﬁxg)ij = VlXJ + VJXZ

[(£x9)(Y, 2) = g(V¥ X, Z) + 9(Y, V2 X).|
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Demonstracao. Pela definicdo do pullback de um tensor covariante,

(Ufg)p(ypv Zp) = gUt(p)((Ut)*Yp’ (Ut)*Zp)~
Em coordenadas, usando
of(x) = 2% +tXF(x) + O(t?),  OoF =6F +t0; X" + O(t?),
temos
(079)ij = gkl(Ut(iL“))aiUfajC’i-

Derivando em t = 0,
(Lx9)ij = X Ohgij + gr;0: X" + gi0; X"

Para a conexao de Levi-Civita,
ViX; = 0;X; — T} Xe.

Usando X; = gijk, a compatibilidade métrica Vg = 0 e a simetria l"fj = I‘;?i,
reorganiza-se como

(Lx9)ij = ViX; + V; X,

A forma intrinseca é a mesma identidade avaliada nos campos Y e Z.

Definicao 15.11 (Tensor taxa de deformagao). Em espago euclidiano, define-se

D(X) := %(VX +(vX)T).

Como 9ij = 57;]‘,

1

157

a expressao anterior

Esta identidade d& um significado geométrico ao tensor taxa de deformacao: ele mede metade da

variacao infinitesimal da métrica produzida pelo campo de velocidade.

Exemplo 15.12 (Rotacdo rigida). Em R?, para
X = —wy0y + wxdy,

temos
0 —w

vx(w 0), D(X) =0.

Logo
Exg =0.

Exemplo 15.13 (Dilatagao uniforme). Para X = \z‘0; em R",
VX =M, D(X) =),

e portanto
,ng = 2/\g.

A velocidade é nao nula, mas o movimento é uma rotagao rigida: nao ha deformagao.
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As distancias variam: o movimento nao é rigido.

Definicao 15.14 (Campo de Killing). Um campo vetorial X é um campo de Killing se

Equivalentemente, o seu fluxo local é constituido por isometrias. Em coordenadas, as equagoes
de Killing sao

|ViX; +V;X: = 0.

Assim, os campos de Killing sao os geradores infinitesimais dos movimentos que preservam a mé-
trica. Em mecénica, correspondem localmente as velocidades de movimentos rigidos; em geometria,
descrevem as simetrias continuas da métrica.

Nota 15.15 (Derivada de Lie e derivada covariante). As duas operagoes respondem a perguntas
diferentes. A derivada covariante Vy T compara valores de um tensor em pontos vizinhos recor-
rendo a uma conexao. A derivada de Lie LxT mede a variagao de T sob o transporte produzido
pelo fluxo de X e nao necessita de escolher uma conexao. Quando uma conexao estd presente,
como a de Levi-Civita, as duas construgoes podem naturalmente ser relacionadas, como mostra
a identidade

(Lxg)(Y,Z2) =9(Vy X, 2) +9(Y,VzX).

15.5 Operador dual de Hodge

Definig¢ao 15.16 (Dual de Hodge). O operador de Hodge
x: Q™M) — Q"™(M)

é definido pela identidade

‘a/\*,@: <a,6>volg‘

para todas «, 8 € Q™ (M).

Em R3 com a orientacdo usual,

xdr = dy N dz, xdy = dz A\ dx, xdz = dx N\ dy,

x(de ANdy) =dz, *(dyANdz)=dzx, =(dzAdx)=dy.

Proposicao 15.17 (Quadrado do operador de Hodge). Numa variedade riemanniana orientada
de dimensao n,

wxw= (=)™ My | w e Q™(M).

Demonstragao. Fixemos p € M e uma base ortonormada positivamente orientada (eq,...,e,) de
T,M, com base dual (e!,...,e"). Para um multiindice crescente I = (i1, ...,%,), escrevemos e! =
e A--- Ae'm e designamos por I¢ o multiindice complementar, também crescente. Pela definicdo do
operador de Hodge,

sel = e(I,1%e!",
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onde £(I,1¢) € {—1,1} é o sinal da permutagdo que ordena a concatenacdo (I,I°) em (1,...,n).
Aplicando novamente *,
sxel =e(I,1%e(I° I)el.

A passagem de (I, I¢) para (I¢,I) exige m(n — m) transposicoes, pelo que
e(I°,I) = (=1)™=m)g(1, T°).

Como £(I,1°)? = 1, resulta * x e/ = (=1)™("=™el As formas e! constituem uma base de A™ (T, M);

a linearidade e a arbitrariedade de p concluem a demonstragao. O
Exemplo 15.18 (A estrela de Hodge e os indices complementares). Seja (el,...,e") uma base
ortonormada positivamente orientada de 7); M. Para um multiindice crescente [ = (i1y vy im),
escrevemos

el =et At Netm,

O multiindice I¢ contém os indices que faltam em I, dispostos por ordem crescente. A férmula

sel = e(I,1e!"

exprime que a estrela de Hodge associa a el as dire¢des complementares, com o sinal que respeita
a orientacao. Aqui e(I,I¢) vale +1 ou —1 consoante a permutacdo necesséria para ordenar (I, I€)
como (1,...,n) seja par ou impar.

Em dimensao trés, por exemplo,

x(e! Ae?) = e, x(e! Aed) = —e?, x(e* Aed) = el

No primeiro caso, (1,2, 3) ja esta ordenada; no segundo, (1, 3,2) exige uma transposi¢ao. O sinal
garante, em todos os casos,

eI/\*elzel/\~~~/\e”:volg.

Assim, a métrica determina as diregdes ortonormais e a orientagdo determina o sinal.

Exemplo 15.19 (Contragao da forma de volume e estrela de Hodge). Seja (M, g) uma variedade
riemanniana orientada, de dimensdo n, com forma de volume vol,. Para qualquer campo vetorial

X

)

tx voly = *X°.

Com efeito, numa base ortonormada positivamente orientada (ej,...,e,), escrevendo X =
>, X'e; e denotando por (e',...,e") a base dual, resulta

n
tx volg = Z:(—l)ifl)(ie1 AN NebN--Ne™ = ZXi wel =xX".
i=1 i
Em R3, a identidade toma a forma explicita

ix(de Ady Adz) = X'dy A dz + X2dz A da + X3dx A dy.

Recordando a identidade entre derivada de Lie e divergéncia demonstrada na Secgao 15.3, obte-
mos ainda

d(*X”) = d(1x vol,) = (div, X) vol, .
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15.5.1 Area orientada e formas de fluxo

Seja S C M uma hipersuperficie orientada numa variedade riemanniana orientada (M, g) de dimen-
sao n. Escolhamos a normal unitaria v compativel com a orientacao de S, isto é, de modo que
(v,e1,...,e,—1) seja uma base positivamente orientada de T'M sempre que (eq,...,e,—1) seja uma
base ortonormada positivamente orientada de T'S.

Proposicao 15.20 (Forma de area induzida e representagao do fluxo). Denotando por j: S —
M a inclusdao candnica, a forma de drea orientada de S satisfaz

‘dS = 7" (1, voly). ‘

Para qualquer campo vetorial X definido junto de S, tem-se

‘]*(LX volg) = g(X,v) dS,‘ /SLX volg = /Sg(X, v)dS.

Na dltima integral, o pullback pela inclusdo estd subentendido.

Demonstrag¢do. A (n — 1)-forma j*(¢,, voly) toma o valor 1 sobre qualquer base ortonormada positiva-
mente orientada (e1,...,e,—1) de 1,5, pois voly(v,e1,...,en—1) = 1. Logo, coincide com a forma de
volume da métrica induzida em S.

Para vetores v1,...,v,—1 € 1,5, decomponhamos X = ¢(X,v)v + X, com Xp € T,S. Como
Xr,v1,...,0,—1 820 n vetores de um espago de dimensao n — 1, a alterndncia da forma de volume
implica

(7% ex volg)p(vi, ..., Up—1) = volg(X, v1,...,0n_1)
=g(X,v)voly(v,v1,...,Un-1)
=g(X,v)dSy(v1,...,vn-1).

A identidade integral segue pela definigdo da integracdo de formas diferenciais. O

Exemplo 15.21 (Fluxo classico numa superficie em RS). Para S C R3¢ v1,v € T},
(tx vol)(v1,v2) = X - (v1 X v2) = (X - v) dS(v1,v2),

porque vy X vo = dS(vi,ve)v. Assim, a forma *X” do Exemplo 15.19 é precisamente a forma
diferencial do fluxo.

15.6 Gradiente, rotacional e divergéncia em linguagem exterior

Consideremos R? com a métrica euclidiana e a orientagao dada por = dzAdyAdz. Sejam f € C°°(R3)
eU=U'9, +U?3, +U3d,. A 1-forma associada a U ¢

U’ = Ulde + Udy + U3dz.

Gradiente. Da expressdo df = (0, f)dz + (0 f)dy + (0, f)dz e da definicao de f obtemos
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Rotacional. Pela regra de Leibniz para d,

d(U) = (8,U% — 8.U?) dy A dz
+(0,Ur = 0,U3) dz A dx
+ (0,U? — ayUl) dx A dy.

Usando *(dy A dz) = dz, *(dz A dz) = dy e *(dx A dy) = dz, segue-se

curl U = (+dU”)F = (0,U° — 0.U%)0,
+ (0,U' - 0,U*9,
+(0,U? — 9,U")0,.

Divergéncia. Como
«U° = Uldy A dz + U%dz A dz + Usdx A dy,

temos

d(xU") = (8,U' + 9,U* 4+ 0,U3) dx A dy A dz.

Por conseguinte,

divU = *d + U* = 8,U" + 9,U? + 9,U>.

Estas expressoes recuperam os operadores classicos do calculo vetorial. Além disso, d? = 0 implica

curl(grad f) =0, div(curlU) = 0.

Exemplo 15.22 (Calculo do rotacional). Para U = —y0d, + 20y, temos U = —yde+zdy e
dU’ = 2dz A dy. Logo *dU° = 2dz e curl U = 20,.

Exemplo 15.23 (Célculo da divergéncia). Para U = 20, + yd, + 20,, obtemos «U° = zdy A
dz+ydz ANdx + zdx Ady. Assim, d«U® = 3dx Ady Adz e divU = 3.

15.7 Codiferencial e Laplaciano de Hodge

Defini¢ao 15.24 (Codiferencial). Para w € Q™(M), m > 1, define-se

dw = (—1)MMFDHL gy g,

Assim, § : Q™(M) — Q™ 1(M); nas fungdes, convenciona-se & f = 0.

Definigao 15.25 (Laplaciano de Hodge). O Laplaciano de Hodge ¢é o operador

| Ay i=dé+6d: Q™ (M) — Q"(M). |

Em R3, a formula do codiferencial da 6o = — * d * o para 1-formas e 63 = *d * 3 para 2-formas.
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Proposigao 15.26 (Laplaciano de Hodge em fungdes). Para f € C°(R3),

Apnf == (Ouaf +8yyf + 0.2 f) = — div(grad f).

Demonstragao. Como 6f =0, vale Ay f = §(df) = — xd*df. Ora,
wdf = (0. f)dy AN dz + (0y f)dz A dx + (0. f)dx A dy.

Derivando,

Como *(dz A dy A dz) = 1, obtemos a identidade pretendida. O

Defini¢ao 15.27 (Laplaciano de Laplace—Beltrami). Seja (M, g) uma variedade riemanniana.
Para f € C*°(M), define-se o Laplaciano de Laplace—Beltrami por

Ayf = divg(grad, f). ‘

Esta convengao coincide, no espago euclidiano, com Af =", 0y f.

Proposicao 15.28 (Expressao local do Laplaciano de Laplace-Beltrami). Em coordenadas locais

(zt,...,2"), com g = (gi;) e (9¥) = g7, vale

1 ..
_ , ijg.
Agf = detgal( detgg 8]f).

Em particular, Ay depende apenas da métrica riemanniana.

Demonstragdo. Pela defini¢ao do gradiente, g(grad, f, X) = df (X) para todo campo X. Se grad, f =
V'9;, tomando X = 9; obtemos g;; V' = 9; f, isto &,
grad, f = g% (9, 1)

Por outro lado, a formula da divergéncia riemanniana, estabelecida na Secgao 15.3 a partir da forma
de volume vol, = y/detgdz' A--- Adzx™, &

. _ 1 i
divy V' = \/M&(\/detg‘/ )

Substituindo Vi = ¢/, f, concluimos a demonstragao. O

Proposicao 15.29 (Relagao com o Laplaciano de Hodge em fungoes). Em qualquer variedade
riemanniana orientada,

[Auf=-Af,  feC=(M)]

Demonstra¢io. Como 6f = 0, temos Ay f = ddf. Para uma l-forma o = X”, a definicio do codife-
rencial e a identidade ¢x voly, = *X b fornecem

da=—xd+xa=—xd(txvoly) = —divy X.

Na tltima igualdade usdmos d(:x vol,) = Lx vol, = (divy X) vol,. Aplicando a a = df = (grad, 1),
obtemos Ay f = —div,(grad, f). O
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Exemplo 15.30 (Laplaciano de Laplace—Beltrami na esfera). Na esfera de raio R, usamos a
colatitude 6 € (0,7) e a longitude . A métrica induzida é

g = R?d6? + R*sin? 0 dy?, V/det g = R%siné.

A formula local da

1 1
Ayf = ———0(sin 6 0, ————— 00 f.
of R2sin6 b(sinf 0 f) + R2?sin? 6 ool
Em particular, para f(6,¢) = cos 8, obtemos
2 2 2
Agf:fﬁcosezfﬁf, AHf:ﬁ .

Embora escritas nestas coordenadas, as identidades sao intrinsecas e prolongam-se aos polos.

Proposicao 15.31 (Laplaciano de Hodge em campos vetoriais). Se U € um campo vetorial suave
em R3 e o = U”, entdo

(Aga)? = curl(curl U) — grad(divU) = —AU,

onde AU := 33 (95U + 8, U + 8,,U")8;.

Demonstracao. Para uma 1-forma em dimensao trés, dao = — x d x « = — div U. Portanto,
(dda)? = — grad(divU).
Por outro lado, do é uma 2-forma e, nesse grau, §(da) = *d % (do). Como *da = (curl U)?, segue-se
(6da)* = curl(curl U).
Somando os dois termos, obtemos a primeira igualdade. A segunda decorre da identidade cléssica
curl(curl U) = grad(divU) — AU,
que também se verifica diretamente pela expansao das trés componentes. O
Nota 15.32 (Identidade de Weitzenbock e curvatura de Ricci). Para uma 1-forma « numa vari-

edade riemanniana, a identidade de Weitzenbock relaciona o Laplaciano de Hodge com o Lapla-
ciano da conexao de Levi-Civita:

Apa = V*Va + Ric(a). |

Aqui Ric(w) designa a agdo, sobre 1-formas, do endomorfismo associado ao tensor de Ricci; e
V*V é o Laplaciano de conexao, com convencao de sinal nao negativa, que num referencial
ortonormado local (e;) se escreve

n
V*'Va=-) (Ve Vea—Vy, ,a).
i=1
Esta identidade mostra que, ao passar de func¢bes para 1-formas, a curvatura intervém na com-
paragao de dois operadores diferenciais intrinsecos. No caso euclidiano, Ric = 0 e recuperamos
o Laplaciano aplicado componente a componente com sinal negativo. A demonstracao geral da
identidade de Weitzenbdck ultrapassa o ambito desta introdugao.
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Notas historicas e bibliograficas

Nota bibliografica

A linguagem do transporte por fluxos, desenvolvida por Sophus Lie e Elie Cartan, permite ca-
racterizar geometricamente a preservagao do volume e as simetrias infinitesimais da métrica. O
operador de Hodge liga depois a algebra exterior & estrutura riemanniana: enquanto d é definido
sem métrica, *, 6 e Ay dependem da métrica e da orientagao.
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Capitulo 16

Integracao de formas e teorema de
Stokes

16.1 Integracao e orientacao

Se M é uma variedade orientada de dimensao m, uma m-forma compactamente suportada pode ser
integrada utilizando cartas orientadas e uma particao da unidade. No caso parametrizado F : U C

R™ — M,
/ w::/F*w.
F(U) U

Esta formula exprime simultaneamente a parametrizacao, o jacobiano orientado e a independéncia da
escolha de coordenadas.

Exemplo 16.1 (Integral de volume). Para w = f vol,

/Mw N /M /vl

/Mf volg = /f(x)\/mdxl_”dxm.

e numa carta orientada

Exemplo 16.2 (Fluxo em R3). Ao campo ® = (®!, 2, d3) associa-se a 2-forma
we = ®ldy A dz + ®%dz A dx + D3dx A dy.
Se § = F(U) é uma superficie orientada,

/qu, - /U@(F(u, v)) - (Fu x F,) dudv,

isto é, o fluxo orientado de ® através de S.

165
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16.2 Teorema de Stokes

Teorema 16.3 (Stokes). Seja M uma variedade orientada de dimensao m, com bordo suave (ou
regular por partes), e seja w € Q™Y (M) de classe C', com suporte compacto. Entdo

/dw:/ Cw,
M oM

onde t : OM — M ¢é a inclusao canonica e OM possui a orientagdo induzida.

Nota 16.4 (Inclusao e orientagao induzida). A inclusdo ¢ envia cada ponto p € M para o mesmo
ponto de M. O seu pullback restringe uma forma aos vetores tangentes a fronteira:

(Cw)p(v1, .. s vm—1) = wp(dipvr, ..., dipUm—1).

Por se tratar da inclusao, identificamos di,v; = v; € T, M. A orientagao da fronteira obedece
a convengao normal exterior primeiro: uma base (v1,...,vm—1) de T,0M ¢é positiva quando
(Vext, V15 - - -, Um—1) € uma base positiva de T,,M, para qualquer vetor transversal vey, dirigido
para o exterior. Se existe uma métrica, pode escolher-se a normal exterior unitaria; a orientacao
nao depende dessa escolha métrica.

Exemplo 16.5 (Orientagao do circulo como fronteira do disco). No disco D = {(x,y) : 2% +
y? < 1}, orientado por dx A dy, a parametrizacio v() = (cos®,sin@) possui tangente T =
(—sin 6, cos f) e normal exterior Vext = (cos @, sinf). Como det(vext, T') = 1, a orientagao induzida

de 0D é anti-horaria. Esta é a orientagdo usada no teorema de Green.

Demonstracao. Etapa 1: teorema de Stokes num retangulo. Consideremos o retangulo orientado
da maneira habitual

R =a1,b1] X - X [am,bm] CR™,  vol =da' A--- Ada™.

Toda (m — 1)-forma w pode escrever-se, de modo tnico, como
m —~
w= Z(fl)hlwi dz' Ao ANdxi Ao Ada™,
i=1
O chapéu indica a omissao do fator correspondente. Ao derivar o termo de indice 7, s6 a derivada em
x" sobrevive: as restantes contém duas vezes o mesmo diferencial. Como
de Ndz* Ao Adxt A Ade™ = (1) vol,

os dois sinais cancelam-se e obtemos

dw = (i (“)Z-wi> vol .

i=1

Denotemos por R; = [] j 7éi[aj,bj] o produto das outras coordenadas e por dz’ o produto dos seus
diferenciais na ordem crescente. O teorema de Fubini e o teorema fundamental do calculo dao

/ Ow; dzt - dx™ = / (/ Ow; dxz> dx"
R R; a;
) .

:/ [wi(z ,...,bi7...,$m)—wi(ml,...,ai,...,xm)}dmi.

i
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E essencial verificar os sinais nas duas faces. Na face x* = b;, a normal exterior é +0;, pelo que a
orientagio induzida corresponde a (—1)i~!dx!. Na face 2° = a;, a normal exterior ¢ —0; e a orientacio
induzida corresponde a (—1)'dz’. Como a restri¢io de w a ambas as faces s6 conserva a parcela de
indice 7, obtém-se

/ w:/ wi(...,bi,...)dxz, / w:—/ wi(...7ai,...)dac?.

As faces de dimensao inferior nao contribuem para os integrais. Somando em ¢ = 1, ..., m, concluimos

/dw:/ w.
R OR

Etapa 2: passagem a um dominio parametrizado. Se F : R — S = F(R) é um difeomorfismo
suave de variedades com bordo sobre a sua imagem, que preserva as orientagoes, entao a naturalidade
da diferencial exterior, F*d = dF'™*, e a compatibilidade da parametrizacao com as fronteiras implicam

A ultima igualdade utiliza F(OR) = 0S e a orientacao de bordo transportada por F. Esta etapa nao
afirma que uma variedade geral seja a imagem de um tnico retangulo.

Etapa 3: passagem a uma variedade geral. Escolhemos um atlas de cartas orientadas de M
adaptadas ao bordo: nos pontos interiores as cartas tomam valores em abertos de R™, e perto da
fronteira em abertos do semiespago {z' < 0}, com dM descrita localmente por z! = 0. Seja (p,) uma
particao da unidade subordinada ao atlas; como w tem suporte compacto, apenas um niumero finito
de parcelas p,w s@o relevantes depois de escolhermos uma subcobertura finita do suporte. Temos

w= Zpaw, dw = Zd(paw).
« «

Cada parcela tem suporte contido numa carta e a sua representacao em coordenadas pode ser tratada
pelo calculo da primeira etapa: integrando num retdngulo maior, as faces artificiais nao contribuem
porque a parcela se anula numa vizinhanca delas. Nas cartas de bordo, resta unicamente a face z! = 0,
cujo sinal é precisamente o da orientacao induzida. Portanto,

| o) = /8 (o).

Somando estas igualdades e usando a linearidade dos integrais e a parti¢do da unidade, segue

/dw:/ Cw.
M oM

Para fronteiras regulares por partes, aplica-se 0 mesmo argumento em cada pega suave; as intersecgdes
entre pecas, de dimenséao inferior, nao contribuem. Isto conclui a demonstracao. O

16.3 Teoremas classicos como casos particulares

O teorema geral de Stokes unifica varias formulas fundamentais do calculo: em cada caso, escolhe-se
uma forma de grau adequado e calcula-se a sua diferencial exterior.
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Corolario 16.6 (Teorema fundamental do calculo). Para f € C([a,b]),

b
/ f'(z)dz = £(b) - f(a).

Demonstragao. O intervalo M = [a,b] tem orientagao dx e fronteira orientada OM = {b} — {a}. Uma
fungdo f é uma O-forma, com df = f’(x) dz. Por Stokes,

b
/ f() d = / i = 7=70) - f)
a M oM

Aqui, integrar uma O-forma numa variedade orientada de dimenséo zero significa somar os seus valores
com os sinais da orientagao. O

Corolério 16.7 (Green). Seja A C R? uma regigo compacta orientada com bordo reqular por
partes e sejam P,Q € C' numa vizinhanca de A. Entdo

f,iAde*Qdy://A(@xQ—ayP)dxdy.

Demonstracao. Tomemos a 1-forma w = P dx+Q dy. Como dxAdx = dyAdy = 0 e dyAdx = —dxAdy,
dw=dP ANdzx +dQ N dy
= (Pydx + Pydy) Adz + (Qudz + Qudy) A dy
= (Q. — P,)dz A dy.

A identidade de Stokes fornece |, gal’w = / 4 dw, que é exatamente a formula enunciada. A fronteira
recebe a orientacao induzida por dx A dy; para o disco esta é anti-horéaria. O

Corolario 16.8 (Stokes classico em R?). Seja S C R? uma superficie compacta orientada com
bordo regular por partes e W = (P,Q, R) um campo C' numa vizinhanca de S. Entdo

W .dr = / curl W - ndS.
as s

Demonstracdo. Associemos ao campo W a 1-forma w = W? = Pdx + Qdy + Rdz. A sua diferencial
exterior é

dw=dP ANdx+dQ Ndy+dRAdz
=(Ry — Q.)dyNdz+ (P, — Ry)dz Ndz + (Qp — Py) dz A dy.

Os trés coeficientes sdo as componentes do rotacional curl W. Se F : U C R? — S é uma parametri-
zagao orientada, entao
F*(dw) = curl W(F (u,v)) - (Fy X Fy) du A dv,

de modo que |, gdw = /. geurlW-ndS. Por outro lado, numa parametrizagao positiva v de um arco
de 95, temos y*w = W (7y(t)) - 7/(t) dt, e portanto [, 1*w = §,4 W - dr. Aplicando Stokes, obtemos a
tese. O

Corolério 16.9 (Teorema da divergéncia de Gauss—Ostrogradsky). Seja Q C R® um dominio
limitado com fronteira reqular por partes e W = (P,Q, R) um campo C' numa vizinhanga de ).
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Sen é a normal exterior,

/ W~ndS:/dideV.
o0 Q

Demonstracdao. Consideremos a 2-forma de fluxo

w=PdyANdz+ QdzNdx+ Rdx ANdy = vy (dx A dy A dz).

Entao
dw=dP NdyNdz+dQ Ndz ANdx+dR A dx Ady

= (Py + Qy + R.)dx Ady A dz = (div W) dV.

Na segunda igualdade usamos as identidades dy A dz A dx = dz Adx AN dy = dx A dy A dz. Numa
parametrizagao orientada F' de OS2,

Frw=W(F(u,v)) - (Fy X F,)du A dv.

Pela orientacao induzida, F, x F, aponta para o exterior, de modo que |, sal'w= /. 90 W -ndS. Stokes
implica a identidade anunciada. O

Nota 16.10 (Unificagao dos teoremas integrais). Todos os resultados anteriores sdo casos parti-

culares da férmula de Stokes
/ dw = / w,
M oM

onde ¢ : OM < M é a inclusdo canonica e (*w a restricdo da forma aos vetores tangentes ao
bordo. Em dimensao trés, para uma funcao suave f e um campo vetorial X, as identidades
estabelecidas na Seccao 15.6 sao

grad f = (df)*, curl X = (xdX"), divX = *d* X°.

A tltima identidade resulta ainda do Exemplo 15.19, pois d(*X”) = (div X) vol e # vol = 1. Por
conseguinte, o gradiente, o rotacional e a divergéncia correspondem & mesma operacao d aplicada
a formas de graus sucessivos,

QO(R%) -4 QY(R3) -4 Q2(R3) -L5 Q3(R®).

Em particular, d*> = 0 implica curl(grad f) = 0 e div(curl X) = 0. Green, Stokes classico e
Gauss—Ostrogradsky sao, portanto, manifestagoes integrais da mesma estrutura exterior.

16.4 Variacao de integrais sobre dominios e superficies méveis

As integrais sobre conjuntos em movimento surgem na mecanica dos meios continuos e no transporte
de grandezas geométricas. A féormula fundamental é valida para formas diferenciais de qualquer grau;
o teorema de Reynolds, para integrais volumétricas, e a féormula de transporte de fluxos, para hiper-
superficies, serao consequéncias distintas dessa identidade.

Teorema 16.11 (Transporte de formas diferenciais). Seja N uma variedade suave, M uma
variedade compacta orientada de dimensao m (eventualmente com bordo), e Fy : M — N uma
familia suave de mergulhos que preservam a orientacao transportada. Seja Vi um campo definido
numa vizinhanga de S(t) = Fy(M), tal que 0;F;, = V; o F}, e seja wy uma familia suave de
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m-formas em N. Entao

d
7/ Wy = / (8twt + £Vtwt).
dt Jse) S(t)

Pela formula de Cartan e pelo teorema de Stokes, € equivalente a

d
— wy = / (6twt + Lthwt) —|—/ Ly, Wt
dt S(t) S(t) aS(t)

Demonstracao. Pela definiggdo de integracao de formas, o dominio de integragao pode ser fixado por

meio do pullback:
1) = / o = / Fron.
S(t) M

A suavidade e a compacidade permitem derivar sob o sinal de integral. A férmula de derivagao do
pullback (Capitulo 13) fornece

d * *
%Ft Wt = Ft (8,;% + Evtwt)

Integrando, obtemos a primeira identidade. A féormula de Cartan Lyw = d(tyw) + ty (dw) da
i) = / (o + ) + | dlsvwr).
S(t) S(t)

A 1ultima parcela é fasu) tyw; pelo teorema de Stokes, com a orientagdo induzida. Isto conclui a
demonstracao. O

Teorema 16.12 (Transporte de Reynolds em R™). Seja 2(t) C R™ um dominio limitado de
fronteira regular, cujo fecho € transportado pelo fluxo suave de V (t,z) e seja f(t, z) uma fungdo
suave. Entao

a fdx:/ [6tf+div(fv)]dm=/ [BL + fdivV]de,
at Jaw 0 0

onde % =0f +V - Vf. Equivalentemente,

i/ fdx = atfdm—i—/ fV -ndsS.
dt Jo Q(t) a9(t)

Demonstracdo. Aplicamos o teorema anterior a n-forma w = f vol, onde vol = dz' A --- A dz". Como
Ly vol = (div V') vol, pela regra de Leibniz,

Ly (fvol)=(V-Vf)vol+fLy vol
= [V'Vf—i-fdiVV] vol = div(fV) vol.

O resultado segue integrando Jw + Lyw. Pela férmula da divergéncia, fﬂ(t) div(fV)dx = fasz(t) fv.
ndS, o que fornece a expressao de fronteira. O

Nota 16.13 (Importancia do teorema de Reynolds na mecanica dos meios continuos). O teorema
de Reynolds é uma ferramenta central na mecanica dos meios continuos: permite passar de
balancos integrais sobre volumes materiais em movimento a equagoes locais de conservagao.
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Para a densidade de massa p e a velocidade material V', a conservagao da massa de cada dominio

material Q(t) escreve-se
il
— pdx = 0.
dt Q(t)

Pela formula de Reynolds, obtém-se fﬂ( ) [Otp + div(pV)]dax = 0. Como a identidade vale para
qualquer volume material suficientemente regular, resulta a equagao local de continuidade

‘atp +div(pV) = 0. ‘

O mesmo principio fundamenta a localizacao dos balangos de quantidade de movimento, mo-
mento angular e energia, depois de incluidas as respetivas forcas, tensoes e fluxos. Convém
distinguir um wvolume material, cuja fronteira se move com V, de um wvolume de controlo, cuja
fronteira pode ter outra velocidade; neste dltimo caso, surge o fluxo relativo através da fron-
teira. A formulacdo geométrica em termos de derivada de Lie evidencia a origem comum destas
identidades de transporte.

Teorema 16.14 (Transporte de fluxo através de uma hipersuperficie em R™). Seja S(t) C R™
uma hipersuperficie compacta, orientada, possivelmente com bordo, transportada por um campo
suave V. Seja ®(t,z) um campo vetorial suave e v a normal unitdria orientada. Entdo

i/ @-udsz/ [0 + [V, ®] + (div V)®] - v dS,
dt Jse S@)

onde o colchete de Lie dos campos vetoriais €

V@] = (V-V)@ - (- V)V.

Demonstracdo. A hipersuperficie orientada associamos a (n — 1)-forma w = 1 vol. Pela Proposi-
¢ao 15.20, a sua integral é exatamente o fluxo fs(t) ® - vdS. Usando a identidade [Ly, ] = ty,¢] da

Proposicao 13.45 e Ly vol = (div V) vol,

va = Ev(Lq;. VOl)
= 1[v,] Vol +1a (Ly vol)

= L[V, ®]+(div V)& VOl.

Além disso, Jww = ty,s vol, pois a forma de volume euclidiana é independente do tempo. Aplicamos
a formula de transporte de formas diferenciais e interpretamos de novo a integral da (n — 1)-forma
como fluxo, obtendo a tese. Esta demonstracao é valida em qualquer dimensao e nao utiliza produtos
vetoriais. 0

Nota 16.15 (Variac@o do elemento de area orientado). A formula anterior distingue-se de Rey-
nolds porque o vetor vdS muda nao s6 de magnitude mas também de dire¢ao. Em termos
de uma parametrizagao material F;, a derivada da area orientada é representada pela agao
(div V)I — (DV)T sobre o vetor normal de &rea, o que produz, no integrando, o termo —(®-V)V.
Esta identidade pode igualmente ser deduzida derivando os menores de ordem n — 1 de DFj.

Corolario 16.16 (Expressio classica do transporte de fluxo em R3). Em dimensdio trés, a
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formula de transporte de flurzo escreve-se

4 d-ndS = [0:® 4+ V div® — curl(V x ®)] - ndS.
dt Js) S()
Consequentemente,
4 ®.-ndS = (0, +Vdiv®) - ndS — (V x®)-7ds,
dt S(t) 5(t) 5(t)

onde T € a tangente unitdria orientada da fronteira.

Demonstracao. A identidade vetorial
curl(Vx @) =Vdivd - odivV + (&- V)V — (V- V)P

permite substituir [V, @]+ (div V')® por V div ® —curl(V x ®). A segunda expressao resulta do teorema
classico de Stokes aplicado ao campo V x ®. O produto vetorial e o rotacional aqui utilizados sao

operagoes proprias da dimensao trés. O

Corolario 16.17 (Fluxo através da fronteira de um dominio movel). Se S(t) = 9Q(t), com a
normal exterior, entdo

i d-vdS = (8t<I>+VdiV(I>)-1/dS.

dt Js) S@)

Demonstragao. Pelo teorema da divergéncia, fs(t) d.vdS = fﬂ(t) div ® dz. Aplicando Reynolds ao
campo escalar f = div @,

4 P-vdS = [0, div ® + div(V div ®)|dw

dt Js) ()
:/ (0:@ + V divd) - v dS.
S(t)

Para a segunda passagem, aplicou-se novamente a divergéncia, incluindo ao campo 0;®. Em particular,

se div®d =0 e ;P = 0, o fluxo através da superficie fechada é constante (e, de facto, nulo em cada

instante). O

Nota 16.18 (Reynolds e transporte de fluxos). As formulas distinguem-se pelo grau da forma
integrada: Reynolds corresponde & n-forma fvol num dominio Q(¢); o transporte de fluxo cor-
responde & (n — 1)-forma g vol numa hipersuperficie S(¢). Ambas provém do operador 9; + Ly
e da mesma formula de transporte geométrico. Reservamos a notacao §2(t) aos dominios volu-
métricos e S(t) as superficies ou hipersuperficies.
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Notas historicas e bibliograficas

Nota bibliografica

O teorema de Stokes retine numa tnica identidade o teorema fundamental do calculo, Green, Stokes
classico e Gauss—Ostrogradsky. A formulagdo em termos de formas diferenciais torna explicita a
estrutura comum: integragdo no bordo e diferenciagao exterior sdo operagoes duais.

Referéncias do capitulo

Nota bibliografica

S. G. Krantz e H. R. Parks, Geometric Integration Theory, Birkhauser, 2008.

M. P. do Carmo, Differential Forms and Applications, Springer, 1994.

M. E. Gurtin, E. Fried e L. Anand, The Mechanics and Thermodynamics of Continua, Cambridge
University Press, 2010.

E. B. Tadmor, R. E. Miller e R. S. Elliott, Continuum Mechanics and Thermodynamics: From
Fundamental Concepts to Governing Equations, Cambridge University Press, 2012.
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Mecanica dos meios continuos e termodinamica

Nota bibliografica

M. E. Gurtin, E. Fried e L. Anand, The Mechanics and Thermodynamics of Continua, Cambridge

University Press, 2010.
E. B. Tadmor, R. E. Miller e R. S. Elliott, Continuum Mechanics and Thermodynamics: From
Fundamental Concepts to Governing Equations, Cambridge University Press, 2012.



	Prefácio
	Introdução
	I Geometria das curvas e das superfícies em R3
	1 Geometria diferencial das curvas
	1.1 Curvas parametrizadas e curvas geométricas
	1.1.1 Curvas parametrizadas e regularidade
	1.1.2 Curvas geométricas
	1.1.3 Reparametrizações

	1.2 Comprimento e parametrização pelo comprimento de arco
	1.2.1 Comprimento
	1.2.2 Abscissa curvilínea

	1.3 Curvas planas e curvatura
	1.4 Curvas no espaço e triedro de Frenet–Serret
	1.4.1 Vetor de Darboux e forma matricial
	1.4.2 Fórmulas numa parametrização arbitrária

	1.5 Teorema fundamental das curvas
	1.6 Curvas planas fechadas: grau e índice de rotação
	1.6.1 Grau de uma aplicação S1S1
	1.6.2 Índice de um ponto relativamente a uma curva

	1.7 Homotopia regular e teorema de Whitney–Graustein
	1.8 Teorema das tangentes girantes de Hopf
	1.9 Curvas regulares por partes e funções de variação limitada
	1.9.1 Variação total
	1.9.2 Funções C1 por partes
	1.9.3 Umlaufsatz generalizado

	Notas históricas e bibliográficas

	2 Geometria extrínseca das superfícies
	2.1 Superfícies regulares e parametrizações locais
	2.2 Vetores tangentes como derivações
	2.3 Base móvel, orientação e aplicação de Gauss
	2.4 Curvas numa superfície: velocidade e aceleração
	2.5 Geodésicas
	2.6 Métrica induzida e primeira forma fundamental
	2.7 Isometrias, métricas isotérmicas e comprimento
	2.8 Área, ângulos e aplicações conformes
	2.9 Segunda forma fundamental
	2.10 Aplicação de Weingarten
	2.11 Equações de compatibilidade
	2.11.1 Equações de Codazzi–Mainardi
	2.11.2 Sistema matricial de Pfaff

	2.12 Compatibilidade métrica e conexão de Levi–Civita
	2.13 Teorema fundamental das superfícies
	Notas históricas e bibliográficas
	Referências do capítulo

	3 Geometria intrínseca das superfícies
	3.1 Curvatura normal e curvas assintóticas
	3.2 Curvaturas principais, média e de Gauss
	3.3 Caracterização local dos pontos
	3.4 Expressão extrínseca das curvaturas principais
	3.5 O aplicação de Weingarten e as direções principais
	3.6 Linhas de curvatura
	3.7 Alguns casos particulares
	3.8 Expressão explícita dos símbolos de Christoffel
	3.9 Teorema Egregium de Gauss
	Notas históricas e bibliográficas
	Referências do capítulo

	4 Geodésicas e geometria global das superfícies
	4.1 Consequências e uma segunda demonstração do Teorema Egregium
	4.2 Rigidez da esfera
	4.3 Equações intrínsecas das geodésicas
	4.4 Geodésicas e o problema variacional
	4.5 Vizinhanças e coordenadas geodésicas
	4.6 Aplicação exponencial
	4.7 Interpretações da curvatura de Gauss
	4.7.1 Curvatura e afastamento das geodésicas
	4.7.2 Planicidade local, isometrias e teorema de Minding
	4.7.3 Comprimento e área dos pequenos círculos geodésicos

	Notas históricas e bibliográficas
	Referências do capítulo

	5 Teoremas de Gauss–Bonnet
	5.1 Gauss–Bonnet para triângulos geodésicos
	5.2 Curvatura geodésica e polígonos curvilíneos
	5.3 Gauss–Bonnet global
	5.4 Consequências topológicas
	5.4.1 Soma conexa e género
	5.4.2 Característica de Euler das superfícies orientáveis

	Notas históricas e bibliográficas
	Referências do capítulo

	6 Derivação covariante e transporte paralelo
	6.1 Campos vetoriais e derivada covariante
	6.2 Expressão em coordenadas
	6.3 Transporte paralelo
	6.4 Curvatura geodésica
	6.5 Fibrado tangente e interpretação em termos de conexão
	Notas históricas e bibliográficas
	Referências do capítulo


	II Variedades diferenciáveis e geometria Riemanniana
	7 Variedades topológicas e diferenciáveis
	7.1 Espaços topológicos
	7.2 Coberturas, paracompacidade e partições da unidade
	7.3 Espaços localmente euclidianos e atlas
	7.4 Variedades topológicas e diferenciáveis
	7.5 Exemplos e contraexemplos
	7.6 Funções diferenciáveis e espaço tangente
	7.7 Diferencial de uma aplicação
	Notas históricas e bibliográficas
	Referências do capítulo

	8 Imersões, mergulhos e teoremas de Whitney
	8.1 Rank, imersões e mergulhos
	8.2 Caracterização local das imersões
	8.3 Teorema do rank constante
	8.4 A questão dos mergulhos euclidianos
	8.5 Teoremas de Whitney
	8.6 Projeções, Sard e redução da dimensão ambiente
	Notas históricas e bibliográficas
	Referências do capítulo

	9 Geometria Riemanniana: métricas, isometrias e mergulhos isométricos
	9.1 Métricas Riemannianas
	9.2 Isometrias Riemannianas
	9.3 Comprimento e distância Riemanniana
	9.4 Mergulhos isométricos: de Whitney a Nash
	9.5 Comprimentos preservados e coordenadas na imagem
	Notas históricas e bibliográficas
	Referências do capítulo

	10 Tensores, conexões e derivação covariante
	10.1 Vetores, covetores e tensores
	10.1.1 Do objeto geométrico às suas componentes
	10.1.2 Definição multilinear e campos tensoriais
	10.1.3 Mudança de base e contração
	10.1.4 Invariantes tensoriais: traço, determinante e métrica

	10.2 Conexão e símbolos de Christoffel
	10.2.1 Lei de transformação
	10.2.2 A conexão como estrutura geométrica

	10.3 Derivação covariante de vetores e covetores
	10.4 Torção
	10.5 Derivada ao longo de curvas, transporte paralelo e geodésicas
	10.6 Derivação covariante de tensores
	10.7 Compatibilidade métrica e conexão de Levi-Civita
	10.8 Conexão plana e preparação para a curvatura
	Notas históricas e bibliográficas
	Referências do capítulo

	11 Curvatura de Riemann
	11.1 Comutador das derivadas covariantes
	11.2 Antissimetria, identidade de Bianchi e simetrias
	11.3 Bracket de Lie e formulação intrínseca
	11.4 Bases holonómicas e anholonómicas
	11.5 Dimensão dois e Theorema Egregium
	11.6 Curvaturas de Ricci e escalar
	Notas históricas e bibliográficas
	Referências do capítulo

	12 Campos de Jacobi
	12.1 Variações de geodésicas
	12.2 Equação de Jacobi
	12.3 Derivadas de g(J,J)
	12.4 Aproximação da métrica pela curvatura
	12.5 Leitura geométrica
	12.6 Uma abertura aos sistemas integráveis
	12.6.1 Integrais primeiras e independência funcional
	12.6.2 Involução e o teorema de Arnold–Liouville

	Notas históricas e bibliográficas
	Referências do capítulo


	III Formas diferenciais e cálculo exterior
	13 Álgebra exterior e formas diferenciais
	13.1 Da geometria multilinear às formas
	13.2 Formas diferenciais numa variedade
	13.3 O diferencial exterior
	13.4 Formas fechadas e exatas
	13.5 Push-forward de vetores
	13.6 Homotopias, pull-back e derivada de Lie
	13.6.1 Homotopias
	13.6.2 Pull-back de formas diferenciais
	13.6.3 Fluxos e campos geradores
	13.6.4 Derivada de Lie
	13.6.5 Contração e fórmula de Cartan
	13.6.6 Variação do pull-back

	13.7 Pullback e naturalidade
	Notas históricas e bibliográficas
	Referências do capítulo

	14 Lema de Poincaré
	14.1 Lema de Poincaré: formas fechadas são localmente exatas
	14.2 Operador de homotopia e segunda demonstração do lema de Poincaré
	14.3 Hipóteses topológicas e exemplos
	Notas históricas e bibliográficas
	Referências do capítulo

	15 Transporte, volume e operadores de Hodge
	15.1 A métrica, o teorema de Riesz e os isomorfismos musicais
	15.2 Produto interno em covetores e forma de volume
	15.3 Volume, divergência e incompressibilidade
	15.4 Variação da métrica, deformação e campos de Killing
	15.5 Operador dual de Hodge
	15.5.1 Área orientada e formas de fluxo

	15.6 Gradiente, rotacional e divergência em linguagem exterior
	15.7 Codiferencial e Laplaciano de Hodge
	Notas históricas e bibliográficas
	Referências do capítulo

	16 Integração de formas e teorema de Stokes
	16.1 Integração e orientação
	16.2 Teorema de Stokes
	16.3 Teoremas clássicos como casos particulares
	16.4 Variação de integrais sobre domínios e superfícies móveis
	Notas históricas e bibliográficas
	Referências do capítulo

	Bibliografia geral


